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Model matematyczny zespotu elektrycznego sktadajgcego sie
z transformatora mocy, silnikéw indukcyjnych, odcigzenia
nieliniowego RL oraz baterii kompensacyjnej

Streszczenie. W pracy poddano analizie procesy elektromechaniczne w zespole elektrycznym. Zespét ten sktada sie z transformatora mocy,
silnikéw indukcyjnych, nieliniowego odcigzenia RL oraz baterii kompensacyjnej kondensatoréw o zmiennej pojemnosci. W takich systemach procesy
elektromagnetyczne i elektryczne sg skomplikowane (stany asymetrii zasilania, obcigzenia, stany zwarcia itp.), a ich analiza zagadnieniem bardzo
waznym. Dla sformutowania rézniczkowych réwnan stanu rozpatrywanego uktadu wykorzystano interdyscyplinarng metode, ktéra wykorzystuje

modyfikacje zasady Hamiltona.

Abstract. In the paper the results of analysis of electromechanical processes occurring in an electrical set are presented. This set consists of power
transformer, induction motors, nonlinear load RL and compensative battery of variable capacitors. The complex electromagnetic processes, caused
by supply and load asymmetry, short-circuit states, etc., occur in the abovementioned systems. The analysis of the abovementioned processes is
the meaningful problem. The interdisciplinary method is used in order to formulate the differential state equations of the considered system. The
abovementioned method bases on a modification of Hamilton’s principle. (Mathematical model of the electrical set consisted of power
transformer, induction motors, nonlinear load RL and battery of capacitors)

Stowa kluczowe: zasada Hamiltona-Ostrogradskiego, Euler-Lagrange’a system, zespdl elektryczny, , transformator mocy
Keywords: Hamilton-Ostrogradsky’s principle, Euler-Lagrange’s system, electrical set, power transformer

Wstep

Transformatory sg powszechnie stosowane w
przemystowych systemach energetycznych, w ktérych
wystepuje duza ilos¢ odbiorow o charakterze najczesciej
indukcyjnym. w takich systemach wystepujg
skomplikowane procesy elektromagnetyczne i elektryczne
np.: stany asymetrii zasilania, obcigzenia, stany zwarcia itp.
[1,3,7]. Innym waznym problemem, ktéry pojawia sie w
zespotach elektrycznych jest stabilizacja napiecia wezta
zasilajgcego. W stanach ustalonych waznym zagadnieniem
jest kompensacjg mocy biernej. W przypadku ogélnym
mozna wyodrebni¢ dwa typy zespotéw elektrycznych —
urzgdzenia z elementami kompensacyjnymi oraz bez nich
[1, 3]. Zespoty drugiego typu zazwyczaj wystepujg w
uktadach matej mocy. Natomiast w ukiadach $redniej i
wielkiej mocy takie urzadzenia sg niezbedne. Aby
odtworzy¢ prawdziwy fizyczny obraz obiektu w uktadzie
elektromaszynowym nalezy zastosowa¢ wysoko-adekwatny
model matematyczny, ktéry w pracy sformutowano drogg
przeksztatcenia rozszerzonego funkcjonatu dziania wg
Hamiltona. [1, 4, 5].
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Rys. 1. Schemat potaczen zespotu elektrycznego z baterig
kompensacyjng

Model matematyczny uktadu.

Schemat potaczen analizowanego ukfadu
przedstawiono na rys. 1. Dla sformutowania modelu
matematycznego zespotu elekirycznego sktadajgcego sie
ze zrodta energii, transformatora mocy, silnikéw
indukcyjnych, urzgdzenia kompensacyjnego o zmiennej
pojemnosci oraz nieliniowego rezystancyjno-indukcyjnego
obcigzenia wykorzystano przedstawiong w [1, 5]
interdyscyplinarng metode zastosowania rozszerzonego
funkcjonatu dziatania wg Hamiltona [1, 5], droga
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formowania elementéw niekonserwatywnego lagrangianu
[2, 3]. Wtasnie réwnania ekstremali tego funkcjonatu sg
modelem matematycznym uktadu elektroenergetycznego.

W modelu matematycznym ukfadu uwzgledniono
sprezystos¢ linii waléw. Zmodyfikowany lagrangian opisano
zaleznoscig [1, 4]:

(1) L=T"-P +® -D",

gdzie L' - zmodyfikowana funkcja Lagrange’a, 7% -
koenergia kinetyczna, P° — energia potencjalna, o -
energia dyssypaciji, D" — energia sil zewnetrznych.

Jako uogdlnionych wspoétrzednych wykorzystano tadunki
w uzwojeniach silnikow indukeyjnych: g, 4, = Q4. » katy
sk = Y2k tadunki
elektryczne w  uzwojeniach  transformatora  mocy:
4o 1. =0, 4, fadunki w uzwojeni nieliniowego elementu:
Gis17 = s tadunki
Gis 20 = Qey»Ocs-Opc»  Jako  uogodlnionych predkosci

odpowiednio: prgdy w wymienionych uzwojeniach oraz
predkosci  katowe inercyjnych  jednostek  silnikow

indukcyjnych:

obrotu jednostek inercyjnych:

oraz kondensatora:

Qa-6)x = Y-6)k > 9786 = Oy

Goors =lois- Gisy7 = haslgoler Gigoa0 = byaslyps>lyc - Przy
czym k=N - liczba silnikéw indukcyjnych w zespole
elektrycznym obcigzania.

Elementy niekonserwatywnego lagrangianu dla ukfadu
elektroenergetycznego przedstawionego na rys. 1 opisane
sg zaleznosciami

3 | b by
J=1 0 0 0

Ik IRy k

+

W i dip: 1 |+
Rj kR) k 2 2

P P
Yo i JikOik  Jor® g
5.k p t 5 |

129



N 3 2
C .
P z 12k(sz 1)’ +ZQC,j‘

2C.
k=1 j=1 J
1 3 ¢ N 3 1 L
-2
EZI rl/llj +rzjlzj )d’t-i—z ZEI(VS/J{I&-,]{ +
Jj=lo k=1\_j=1 "¢

2
. Vi (0 — ;)
+rR/,k112§/,k)dt+M +

t
I RG,)i%dr,
0

3t
* . . .
D = Zj(“l«/ll-i “‘“2‘/(’2‘/ —lrj))dr-i—
0

I=

30 N(3 ¢t
J . .
+ZI—CJ Zde“‘z ZJ‘MZJZSJ,de"'
=10

Jj=1 k=1\_j=1 o
t Ok t Dk
+J‘ J MEM,kdwl,de_I I M((l)z’k)d(l)z’kd‘f ] :A,B,C y
00 00

gdzie ¥,,¥, — wektory kolumnowe strumieni sprzezonych

uzwojen transformatora, r,r, macierze rezystancji
uzwojen strony pierwotnej i wtérnej, i,i, — wektory
kolumnowe pragdéw uzwojen transformatora, w,u, -

wektory kolumnowe napie¢ transformatora, z indeksami s to
samo tylko dla silnikow indukcyjnych, ¢,V — wspofczynniki

sztywnos$ci oraz rozproszenia sprzegta elastycznego

silnikow, i.— prad w obcigzeni nieliniowym, Mg, ;-

moment elektromagnetyczny silnika, M(w,;) — moment

obcigzenia silnika.

Sformutowano na podstawie wyrazen (2) - (5)
niekonserwatywny lagrangian (1). Nastepnie podstawiono
go do funkcjonalu dziatania wg Hamiltona [1]. Dalej,
wyznaczono wariacje tego funkcjonatu i przyréwnano jg do
zera. W efekcie otrzymano réwnania ekstremali funkcjonatu,
a z nich otrzymano zaleznos$ci opisujgce uktad:

(6) =u, -ri, —%*=u,-ri,,
dt 1 171 dt 2 272
a¥y a¥y
(7) Sh—ug, —rg i — By e, U =0,
d[ S,k S,k"S,k > dt RL,k"R.k S,k 2

d‘I’rj o )
(8) o =uy; —R;(y)iy, j=4,B.C,

dow
(9) “k
A Jig

(MEMk+012k(Y2k—Y1k)+V12k(®2k—ﬁ)lk))

do 1
(10) £ -— (CIZk(YZk Y1) + Vi k(@ — 031,1<)+M(032,k))'

dt J2k
ayy dyy i
11 =, — =Wy,
(11) " Lk 2,k
du
(12) 4% g _ L, j=4BC.

dt C; diC

Do réwnan (6) — (8) zapisano réwnania stacjonarnych
powigzan miedzy petnymi i roboczymi strumieniami
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skojarzonymi oraz prgdami w transformatorze mocy i w
silnikach indukcyjnych [1]

(13) ¥y =ogij +y, ¥y =g +w, =1 (i +iy),

(14) ¥ =u;§i5 +yg, ¥ :“;}eiR +Wge, WYs=Ilyg,

(15) wg =1 ' (ig +Mig), L, =t

gdzie W - macierzy pelnych strumieni skojarzonych
(transformatora oraz silnika) y — macierz roboczych

sprzezen magnetycznych (transformatora oraz silnika),
L,, — indukcyjnos¢ magnesowania maszyn, T — macierz
odwrotnych indukcyjnosci magnesowania transformatora, t

gldwna odwrotna statyczna indukcyjnos¢  silnikow
indukcyjnych.
Biorgc pod uwage algorytm przeksztatcen algebraicznych [1
— 4], uzyskano model matematyczny uktadu we
wspotrzednych pradow:
di; . .
(16) E:Al(ul_rlll)"'AlZ(ul —nij),
di, . .
(17) Z:AZI(‘II —njip) + Ay (uy —nis) ,
dig i .
(18) == Ag o (uy —rg g )+
dt
+Aspk (CUR g~ QYR —TR 4R ) 5
dip i .
(19) 7 =Apg Uy —rgig ) +Ap p(—up, —

“QWp o —Yrppdp k) + iy

gdzie A, Aj,, Ay,A, — wspotczynniki, ktére zalezg od
indukcyjnosci rozproszenia i magnesowania transformatora
mocy, Ag ,Agg k> Agsk> Agy — to samo, tylko dla silnikow

indukcyjnych.

Przeksztatcajac wyrazenie (8) otrzymano

¥, N di, o diy

20 L= =L u, —R(3)i,. .
(20) dt  06i, dt T @
Skad, uzyskano macierzowo-wektorowe réwnanie
nieliniowego obcigzenia zespotu:
di o .\
(21) —E=a] (w0 -RGN,) -

Poniewaz napicie wezta jest takie samo, jak napiecie
wtdérnego uzwojenia transformatora, zasilania silnikéw
indukcyjnych, gatezi obcigzania, a takze baterii
kondensatoréw statycznych, to uwzgledniajgc ten fakt
mozna zapisac:

duC

22 —=—==—0U
(22) e dt dr

— macierz napiecia wezta obcigzania.

=Nlig,

gdzie U,

Prad ptynacy przez kondensator na podstawie rownan

powigzan stacjonarnych przedstawiono w postaci
zaleznosci:
(23) iy =—(iy +ig +igy+-+igy+i,).
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Podstawiajgc zaleznos¢ (23) do (22) otrzymano:
(24) %UO =Ny +ig) +igy ++igy +ig) -

Momenty elektromagnetyczne silnikow
przedstawiajg réwnania [1]:

indukcyjnych

onm .o
(25) Mg, = \/gpo,k(lSB,klRA,k —isq kiR T >

gdzie p, — liczba par biegunéw maszyn.
Wspdélnemu catkowaniu podlega ukiad réwnan

rézniczkowych: (9) — (11), (16) — (19), (21), (24) z
uwzglednieniem zaleznosci (23), (24), (25).

Wyniki symulacji komputerowej.

Do analizy stanéw nieustalonych wykorzystano zespot
elektryczny, schemat pofgczen ktérego przedstawiono na
rys. 1. Transformator mocy o nastepujacych danych: Uy, =
6 kV, Uy, = 0,4 kV, Sy =160 kVA, Py =410 W, iy =2 %, Py
= 3650 W. Transformator zasila 40 silnikow indukcyjnych z
roznymi momentami obcigzania. Silniki podzielono na
cztery grupy w zaleznosci od momentéw obcigzania (po 10

napedow elektrycznych). Dla pierwszej grupy: M;(®;) = 10
Nm, dla drugiej My(w,;) =15 Nm, dla trzeciej My (®,) 20
N-m i dla czwartej My(®,;) 25 Nm. Parametry silnikow:
Py=4,5 kW, Uy=380 V, Iy=9,4 A, ny =1440 obr/min,
rg=12 Q, rp =121 Q, a_ =146 GH", a_, =128 GH",
Py =2, J =005 kgmz. Krzywg magnesowania silnikow
zamodelowano w sposéb nastepujacy:

26) l. :{amwm, i v, <y
B U TR AT AV /AT Vi

gdzie: k,=8,13, Kk =-534, k, =721, «a, =714,
v, =0,63.

Parametry kondensatora przyjeto: C =10 pF
C, =300 pF, C, =10 mF , C, =130 mF . Uzwojenie
pierwotne transformatora mocy zasilane od Zrodta
nieskonczonej mocy: uy 4 =4900sin(314¢) V,
up =4900sin(3147-2n/3) V.  Przedstawiono  piec¢

przypadkéw obliczeniowych, w zaleznosci od pojemnosci
baterii kondensatorow.
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Rys. 2. Przebiegi czasowe predkosci katowych wszystkich grup
napedow dla pierwszego przypadku obliczeniowego

Na rys. 2, 3 przedstawiono przebiegi czasowe predkosci
wirowania wszystkich grup napeddéw dla pierwszego i
czwartego przypadku obliczeniowego. Z przebiegéw widag,
ze w pierwszym przypadku obliczeniowym czasy wejscia
napedow w stan ustalony wynosza: pierwszg grupa — 1,4 s,
druga — 1,7 s, trzecia — 2 s i czwarta — 2,6 s. Natomiast dla
czwartego przypadku obliczeniowego wymienione czasy sg
nastepujgce: pierwsza grupa — 1,0 s, druga — 1,1 s, trzecia

- 1,2 s i czwarta — 1,3 s. Jak wida¢ wzrost pojemnosci ma
istotny wptyw na czas rozruchu maszyn.
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Rys. 3. Przebiegi czasowe predkosci katowych wszystkich grup
napedéw dla czwartego przypadku obliczeniowego
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Rys. 4. Przebiegi czasowe napiecia fazowego zespotu
elektrycznego dla pierwszego przypadku obliczeniowego
400- Uz2p,V
200
-200
w00 t— s
0 1 2 3
Rys. 5. Przebiegi czasowe napigcia fazowego zespotu

elektrycznego dla trzeciego przypadku obliczeniowego

Na rys. 4 i 5 przedstawiono przebiegi czasowe napigcia
fazy A zespotu elekirycznego dla pierwszego i trzeciego
przypadku obliczeniowego. Z analizy poréwnawczej obu
rysunkdw mozna zauwazy¢ wzrost napiecia w wezle w
trzecim przypadku obliczeniowym, co mozna wyttumaczyé¢
zwiekszeniem pojemnosci baterii kondensatorow. W
dos$wiadczeniu pierwszym w stanie ustalonym wymienione
napiecie wynosi 275 V, a w doswiadczeniu trzecim wynosi
310 V. Dla zwyktych zespotow obcigzania
miedzyprzewodowe napigcie powinno by¢ w granicach
U=380+5% V.
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Rys. 6. Przebieg czasowy pradu fazowego w szynie zespotu
elektrycznego dla trzeciego przypadku obliczeniowego
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Na rys. 6 i 7 pokazano przebiegi czasowe pradu fazy A
w szynach zespotu dla trzeciego i czwartego przypadku
obliczeniowego. Poréwnujgc oba te przebiegi mozna
zauwazy¢, ze zmiana warto$ci pojemnosci baterii
kondensatoréw spowodowato znaczgce zmiany w wezle
obcigzenia elektrycznego. Po pierwsze, zmniejszyt sie czas
procesu przejsciowego w trzecim i czwartym przypadku
obliczeniowym od 1,2 s do 2 s. Po drugie, zmniejszyta sie
amplituda pradéw od 3 kA do 2,5 kA. Po trzecie, co jest
szczegolnie istotne, znacznie zwiekszyt sie prad w szynie
wezta z 500 A do okoto 1800 A. Tak duze prady
przeptywajg przez baterie kompensacyjng, ale réwniez
przez uzwojenia transformatora. W takich warunkach wezet
obcigzenia elektrycznego nie moze pracowac efektywnie. Z
drugiej strony, wartos¢ pojemnosci baterii w czwartym
przypadku obliczeniowym jest dos¢ efektywng podczas
rozruchu silnikéw indukcyjnych. Dlatego logicznym jest
wniosek co do zmiany liczby kondensatorow w baterii.
Rozruch silnikéw powinien odbywac sie przy baterii o
podwyzszonej pojemnos$ci (przy tak zwanej pojemnosc
rozruchowej), a w stanie ustalonym pojemnos¢ baterii
kompensacyjnej w celu zapewnienia warunkow jakosci
energii elektrycznej — powinna by¢ mniejsza tzw. Bateria
robocza. Pigty przypadek obliczeniowy przedstawia ten
problem.
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Rys. 7. Przebieg czasowy pradu fazowego w szynie zespotu
elektrycznego dla czwartego przypadku obliczeniowego
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Rys. 8. Przebieg czasowy napiecia fazowego zespotu
elektrycznego dla pigtego przypadku obliczeniowego
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Rys. 9. Przebieg czasowy pragdu fazowego w szynie zespotu
elektrycznego dla pigtego przypadku obliczeniowego

Na rys. 8 i 9 pokazano przebiegi czasowe napiecia i
pradu fazy A wezia obcigzenia elektrycznego dla pigtego
przypadku obliczeniowego. Dokonujgc analizy tych
rysunkow mozna zauwazyc, ze problem
elektrodynamicznego stanu wezta zostat rozwigzany drogg
zmiany pojemnosci baterii kompensacyjnej. Oznacza to, ze
zmiana pojemnosci baterii z C, =130i F do C3=10iF
data mozliwos¢ prowadzenia rozruchu wszystkich silnikow
indukcyjnych z optymalnym napieciem, natomiast w stanie
stacjonarnym doprowadzi¢ napiecie i prgd wezta obcigzenia
do wartosci znamionowych.

Whioski

1. Zastosowanie interdyscyplinarnych podej$¢ wariacyjnych
umozliwia budowanie modeli matematycznych bardzo
skomplikowanych uktadéw elektroenergetycznych oraz
elektromechanicznych zwlaszcza zespotdéw obcigzenia
elektrycznego, elementami ktérego sa: transformator mocy,
silniki indukcyjne, aktywno-indukcyjne obcigzenie oraz
baterie kondensatoréw kompensacyjnych

2. Korzystajgc z modeli matematycznych zespotu
elektrycznego mozna analizowa¢ praktycznie dowolne
stany pracy tego ostatniego, co daje mozliwosci z jednej
strony efektywnie wykorzystywaé¢ w stanach pracy jednostki
wezla, a z drugiej strony — daje mozliwosci zabezpieczenia
jakosci energii elektrycznej.

3. Na podstawie wynikow symulacji komputerowej mozna
prawidlowo dobraé parametry tak roboczej, jak i
rozruchowej pojemnosci baterii kompensacyjnej. Pozwala
to unikniecia formowania zadania optymizac;ji.
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