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Streszczenie. Przedmiotem artykutu jest numeryczne modelowanie $ciezki wirowej von Karmana. Przedstawiono wyniki symulacji dla przeszkody w
ksztafcie walca ze szczeling umieszczonego w rurociggu. Przeanalizowano zmienno$¢ amplitudy ci$nienia wzdtuz osi rurociggu i wzdfuz jego
promienia. Uzyskane wyniki mogg byc¢ uzyteczne w kontekscie optymalizacji usytuowania cisnieniowego detektora wirdbw w przeptywomierzu
wirowym.

Abstract. Numerical modelling of von Karman vortex street is the subject of the article. Results of simulation for circular cylinder with the slit as the
bluff body located in the pipe are presented. Changeability of the pressure fluctuations along the pipe axis as well as along the pipe radius has been
analysed. The results can be used in the optimization of the pressure sensor location in the vortex flow meter. (Von Karman vortex street

modelling with ANSYS FLUENT package application).
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Wstep

Artykut jest poswiecony zagadnieniom zwigzanym z
modelowaniem numerycznym zjawiska generacji Sciezki
wirowej von Karmana. Zjawisko to polega na generacji
wirbw na przeszkodzie umieszczonej prostopadle do
przeptywajgcego medium (ciecz lub gaz) i jest przedmiotem
obserwacji od setek lat, o czym moga $wiadczy¢ na
przyklad szkice przedstawiajgce wiry formujgce sie na
rzece narysowane przez samego Leonardo da Vinci. Cechg
charakterystyczng zjawiska jest to, ze wiry powstajg
naprzemiennie raz z jednej raz z drugiej strony przeszkody
a czestotliwos¢ ich generacji jest wprost proporcjonalna do
predkosci strugi. Wtasciwos¢ te odkryt w 1878 r. Strouhal
[1] obserwujgc zmiane wysokosci dzwiekéw generowanych
na drucie wystawionym na dziatanie wiatru. Doszedt on do
wniosku, ze wysoko$¢ dzwieku rosnie wraz ze wzrostem
predkosci wiatru i maleje wraz ze wzrostem Srednicy drutu.
Rok pozniej ti. w 1879 r. lord Rayleigh [2] odkryl, Ze
zjawisku generacji wirdbw towarzyszy prostopadta do strugi
sita nosna. Istotnym krokiem w rozwoju mechaniki ptynéw
byto zdefiniowanie w 1883 r. przez O. Reynoldsa [3]
warunkéw, przy ktorych przeptyw laminarny zmienia sie¢ w
turbulentny. Na podstawie obserwacji przeptywu wody w
rurce szklanej, do ktérej jednoczesnie doprowadzony byt
barwnik, zdefiniowat on bezwymiarowg liczbe kryterialng
pozwalajacg oszacowac stabilnos¢ przeptywu. Liczba ta,
nazwana pozniej liczbg Reynoldsa, jest zdefiniowana jako
stosunek sit bezwtadnosci do sit lepkosci i wyraza sie
zaleznoscig:

(1) Rezpv_dzﬂ
U v

gdzie: p — gestosé ptynu, v — predkos¢ strugi, d — wymiar
charakterystyczny, u — dynamiczny wspétczynnik lepkosci,
v — kinematyczny wspotczynnik lepkosci,

Przyjmuje sie, ze dla:
Re < ~2300 — przeptyw jest laminarny
~2300 < Re < ~10000 — przeptyw jest przejsciowy
(czesciowo turbulentny)
Re > ~ 50000 — przeptyw jest turbulentny (burzliwy).

Kamieniem milowym w badaniach nad poznaniem
zjawiska generacji wirow byta opublikowana w 1911 r.
praca von Karmana [4].

Rys.1. Sciezka wirowa von Karmana

Sformutowat on wniosek, ze generacja wirbw ma
charakter regularny a czestotliwos¢ ich powstawania daje
sie zapisa¢ réwnaniem:

1%
) f=5;—
Td
gdzie: d — wymiar charakterystyczny przeszkody, St -—
stata  Strouhala (bezwymiarowa liczba kryterialna

podobienstwa przeptywu)

St

Rys.2. Zalezno$¢ liczby Strouhala od liczby Reynoldsa [5]

Bardzo istotng wilasciwoscig zjawiska jest fakt, ze
czestotliwos¢ wirdbw generowanych na przeszkodzie nie
zalezy od wiasciwosci fizycznych ptynu, a jedynie od jego
predkosci. Zatem wynik pomiaru predkosci nie zalezy od
takich parametréw jak np. temperatura czy sktad chemiczny
medium. Z réwnania (2) wida¢, ze decydujgcy wptyw na
liniowos$¢ zjawiska ma statosé wspotczynnika
proporcjonalnosci Sr. Jego zaleznos¢ od predkosci
przeptywu oraz lepkosci medium (a wiec liczby Reynoldsa)
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byla przedmiotem badan opisanych w publikacjach réznych
autoréow [5,6,7]. Prezentowane w nich wyniki pokazujg
jednoznacznie, ze liczba Strouhala (St) jest niezmienna w
bardzo szerokim zakresie liczb Reynoldsa. Bardzo wyraznie
to wida¢ na wykresie przedstawionym na rys. 2,
zaczerpnietym z publikacji Yamasaki i Rubina z 1974 r. [5].

Z przedstawionego wykresu wynika, ze liczba Sr jest
praktycznie stata w zakresie liczb Reynoldsa od 3x10% do
1,56x10°. Na podstawie swoich badan Roshko [6] wyznaczyt
analityczng zaleznos$¢ liczby St w funkcji liczby Reynoldsa
w zakresie od 50 do 150:

21,2
3 S+ =0212/1-—=
(3) T ( Rej

Natomiast Breger i Willie [7] przeprowadzili podobne
badania dla liczb Re z zakresu od 300 do 15000 i zalezno$é
St =f(Re) opisali wzorem:

12,7
4 S =0212[1-——
4) T ( Rej

Z zaleznosci (3) i (4) wynika, ze wrazliwos¢ liczby St na
liczbe Re (a wiec dla danej przeszkody ostatecznie na
predkos¢ przeptywu) zmniejsza sie wraz ze wzrostem liczby
Re. Dla zakresu liczb Re badanego przez Bergera i
Willie'go zmiany sg bardzo nieznaczne. Zapewnia to
wiasnie liniowo$¢ charakterystyki czestotliwosci
generowanych wiréw w funkcji predkosci przeptywu

Modelowanie numeryczne zjawiska

Ruch lepkiego ptynu newtonowskiego,
nieposiadajgcego zdolnosci do akumulowania momentéow
skrecajacych mozna zapisa¢ nastepujgco (5):

0 2 o 2 ov
duxixilaerV@szJr 2y+8uzz +v6(61JX+ y+6uz
x oy & 3o\ ox oy @

dt p OX

do, 1 op %, 52Uy v, | v o(ov, v, o,
—=Y - +V sttt |t ottt
dt p oy ox oy oz 3oyl ox oy oz

do, 1op [0, ov, 8°9,) v ofév, Ov, ov,
—4=7Z- +V sttt ottt
dt p oz X oy oz 3oz ox oy oz
gdzie: Ux, Uy, U; — sktadowe jednostkowe wektora

predkosci, X, Y, Z — sktadowe jednostkowe wektora sity
masowej, p — gestos¢ plynu, v— kinematyczny
wspotczynnik lepkosci

Przedstawiony uktad réwnan (5) okreslany jest mianem
réwnan Naviera-Stokesa i w wersji ogodlnej wektorowe;j
mozna go zapisac nastepujgco:

6) do _ F —igrad( p)+vV20+!grad(diV(U))
dt P 3

gdzie: F — wektor sity masowej

Uwzgledniajgc réwnanie ciggtosci (7):

0

dp
) g pdiv(v)

oraz fakt, ze dla ptynu niescisliwego p = const., otrzymuje
sie:

0
(8) div(u)z%JrﬂJr%:o
ox oy oz

Po podstawieniu zaleznosci (8) do réwnania (6)
otrzymuje sie ogodlne réwnanie przeptywu dla niescisliwego
ptynu newtonowskiego (9):

d 1
9) =2 o F - grad(p)+ w2
dt P
Réwnanie (9) wraz z rdéwnaniem ciggtosci oraz
odpowiednimi warunkami brzegowymi, daje zamkniety

uktad rownan. Nie oznacza to jednak, ze taki uktad réwnan
daje sie tatwo rozwigzac. Clay Mathematics Institute zaliczyt
problem analitycznego rozwigzania rownan Naviera-
Stokesa do siedmiu najwazniejszych nierozwigzanych
probleméw matematycznych i wyznaczyt nagrode w
wysokosci 1 min USD za podanie kompletnego rozwigzania
lub kontrprzykfadu. Jak dotad istnienie rozwigzania zostato
udowodnione dla przypadku dwuwymiarowego [8].
Rozwigzanie ogdlne zaproponowane przez Otelbaev'a [9] w
dalszym ciggu czeka na weryfikacje. Bazujgc na dowodzie
przedstawionym w 1971 roku przez Rulle'a i Takens'a,
réwnania te dajg sie rozwigzywa¢ metodami numerycznymi.
Najlepsze rezultaty daje metoda DNS (ang. Direct
Numerical Simulation), w wyniku ktérej otrzymuje sie petne
chwilowe pole predkosci analizowanego przeptywu.

Badania

Symulowano przeptyw wody w rurociggu o $rednicy
40mm z umieszczong wewnatrz, prostopadle do kierunku
przeptywu, przeszkodg o ksztalcie walca o $rednicy 12mm
ze szczeling o szerokosci 1mm (rys.3). Analiza numeryczna
zostata wykonana przy wuzyciu $rodowiska FLUENT
v.13.0.0. Przeptyw modelowano w dwdch wymiarach
poprzez bezposrednie rozwigzanie dwuwymiarowego
ukfadu réwnan Naviera-Stokesa metodg DNS.

-

Jlamm

Rys.3. Model, dla ktérego przeprowadzono symulacje

Przyjeto nastepujgce zatozenia:
e plyn jest niescisliwy
e przeptyw na wlocie rurociggu jest laminarny
e v —lepkosc kinematyczna ptynu, w tym przypadku
wody — 10 m%/s
e v - predkos¢ na wlocie rurociggu — 3 m/s
e p—cidnienie na wlocie rurociggu — 1000 hPa
(usrednione cisnienie atmosferyczne)
e wystepuje brak poslizgu na Scianie przeszkody i
Scianach rurociggu — up=0
Dla tak dobranych parametréw przeptywu wyznaczono
wspotczynnik dyssypaciji lepkiej €:

m 3
57
= S)  _oo50m?/s?

10 =
(19) 12-10°m

oraz na jego podstawie obliczono skale dtugosci n oraz

skale czasu 1:
1
62 4
!10 m /s! — 4.6um

11 =
) = 50m /s
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Ze wzgledu na ograniczenia zwigzane z zasobami mocy
obliczeniowej komputera oraz fakt, ze wigkszosS¢ energii
przenoszona jest przez duze wiry, zdecydowano si¢ na
generacje siatki niestrukturalnej, w ktérej odstep pomiedzy
weztami  wynosit nie wiecej niz 0,4 mm. Siatke
wygenerowano z wykorzystaniem programu Gambit przy
uzyciu metody elementdow skonczonych. Ostatecznie
sktadata sie ona z 47 808 weztéw i 23 465 komodrek.

Biorgc pod uwage, ze przy predkosci przeptywu rzedu
3 m/s, czestotliwos¢ generowanych wiréw wynosi okoto 50
Hz (co daje okres 20 ms) przyjeto krok czasowy réwny 1
ms. Taka rozdzielczo$¢ czasowa okazata sie wystarczajgca
do wyznaczenia przebiegdw czasowych zaréwno predkosci
jak i cisnienia w dowolnym punkcie pola przeptywu.

Na rys. 4 przedstawiono pole predkosci poprzeczne;j.

-5.061e+000
[m &*-1]

[ ANSYS
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Rys. 5. Pole ci$nienia dynamicznego

Na podstawie uzyskanych wynikéw symulacji, program
umozliwit wygenerowanie konturéw wiréw. Jak widaé na
rys. 4, majg one znaczne rozmiary i tworzg prawie
wzorcowg ,Sciezke wirowg”. Bardzo istotnym jest fakt, ze w
analizowanym obszarze nie wystepuje zjawisko ich
zanikania.

Wyznaczono réwniez pole cisnienia dynamicznego (rys.
5). Widac, ze jest ono spodjne z wynikami uzyskanymi dla
badan pola predkosci.

Przedstawione na rys. 4 i 5 wyniki symulacji pokazujg
jakosciowo istnienie wiréw, ich rozwdj i stabilno$¢ po
okresie wzrostu. Znacznie wieksze znaczenie majg jednak
wyniki w postaci ilosciowej. Na rys. 6 przedstawiono
przyktadowe wyniki symulacji przebiegu czasowego
ci$nienia dynamicznego w punkcie (x=0,016m, y=0,012m),
czyli 12mm powyzej osi rurociggu oraz 10mm za
przeszkoda.

Cisnienie dynamiczne pkt (0,016; 0,012)
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Rys. 6. Przebieg czasowy cisnieni dynamicznego dla x=0.016m,
y=0,012m

Jak wida¢ na rys 6, w poczatkowym okresie przeptywu,
zjawisko jest niestabilne i dopiero po uptywie okoto 100 ms
zmienia swoj charakter na bardziej regularny. Przedmiotem
badan byt okres, w ktérym zjawisko byto stabilne — w
zwigzku z tym wszystkie wyniki symulacji dla t<100ms w
dalszych analizach nie byt brane pod uwage. Dla ci$nienia
dynamicznego z zakresu czasu 100ms<t<500ms
wyznaczono wartos¢ minimalng, maksymalng oraz
miedzyszczytowg. Zwitaszcza ten ostatni parametr jest
interesujgcy z punktu widzenia konstrukcji przeptywomierza
wirowego, poniewaz ilustruje dynamike zmian ci$nienia, a
wiec potencjalng amplitude sygnalu pomiarowego.
Znajomos¢ tego parametru moze by¢ niezwykle uzyteczna
przy projektowaniu detektora wiréw oraz moze by¢ cenng
wskazowka w poszukiwaniach optymalnego miejsca
detekcji. Zwazywszy na czesto stosowane w
przeptywomierzach wirowych cisnieniowe detektory wiréw,
przeanalizowano zmienno$¢ amplitudy cisnienia w réznych
punktach przestrzeni rurociggu. Na rys.7 przedstawiono
wykresy obrazujgce zmiennos¢ wartosci miedzyszczytowej
cisnienia dynamicznego w funkcji odlegtosci od przeszkody.
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Rys.7. Warto$¢ miedzyszczytowa ci$nienia dynamicznego w funkc;ji
odlegtosci od przeszkody wzdtuz osi rurociggu
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Objasnienia do rys. 7.

y=0 — 0$ przeszkody.

y=0,002 — 0$ 2 mm powyzej osi przeszkody.

y=0,006 — 0$ na granicy przeszkody, (6 mm powyzej osi

przeszkody).

y=0,013 — 0o$ w potowie odlegtosci pomiedzy Sciang

przeszkody a $ciang rurociggu (13 mm powyzej osi

przeszkody).

y=0,02 — 0$ na granicy $ciany rurociggu (20 mm

powyzej osi przeszkody).

Przedstawione na rys. 7 wyniki pokazujg, ze amplituda
fluktuacji ciS$nienia zwigzanego z generowanymi i
przeptywajgcymi wirami zmienia sie w zaleznosci od
miejsca pomiaru. Najwiekszg wartos¢ tego parametru
uzyskano dla y=0,006 m i x € <0,01 m; 0,02 m>, tzn. dla
odlegtosci od osi rurociggu rownej promieniowi przeszkody i
dla stosunkowo niewielkiej odlegtosci za przeszkoda. Warto
zauwazy¢, ze fluktuacje cisnienia wystepujg réwniez w
obszarze przed przeszkoda, chociaz sg one znacznie
stabsze. Z punktu widzenia praktycznego — optymalnego
usytuowania detektora wiréw — istotng jest analiza fluktuacji
cisnienia wystepujacych na Scianie rurociggu. Jak widaé
najwiekszy poziom sygnatu wystepuje tu dla x € <0,02 m;
0,042 m>.
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Rys.8. Warto$¢ miedzyszczytowa cisnienia dynamicznego w funkcji

odlegtosci od przeszkody wzdtuz promienia rurociggu

Na rys. 8 przedstawiono charakterystyke zmian wartosci
miedzyszczytowej cisnienia dynamicznego w funkcji
odlegtosci od przeszkody (w poprzek rurociggu dla x =
0,016m). Punktami ,0” oznaczono wartosci wyznaczone za
pomocg oprogramowania ANSYS FLUENT, natomiast linia
ciggta jest wynikiem interpolacji metoda funkcji sklejanych
wykonang za pomocg oprogramowania Matlab. Wartosci
parametru x wybrano ze wzgledu na wystepowanie w tym

198

miejscu maksimum wartosci miedzyszczytowe] cisnienia
dynamicznego wzdtuz rurociggu (patrz rys. 7). Nalezy
zauwazy¢, ze fluktuacje cisnienia zwigzane z wirami
wystepujg w catym przekroju rurociggu a ich dynamika
(max/min) osigga nawet warto$¢ 5. Najwieksze wartosci
wystepujg oczywiscie w Sladzie Sciezki, ale réwniez na
Sciance rurociggu sygnat  cisnieniowy  uzyskuje
akceptowalng, z punktu widzenia praktycznych zastosowan,
amplitude.

Podsumowanie
Uzyskane wyniki, pomimo wprowadzenia znacznych

uproszczeh w budowie modelu, zaréwno w skali
przestrzennej jaki czasowej, wykazaty duzg zgodnos¢ z
wynikami przeprowadzonych wczesniej badan
laboratoryjnych.  Z  praktycznego punktu  widzenia
szczegolne znaczenie posiadajg obliczone rozktady
cisnienia dynamicznego. Mogg one stanowi¢ silng
przestanke do usytuowania detektora wirbw w

przeptywomierzu wirowym.
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