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Algorytmy wygtadzania stosowane
w zintegrowanym systemie nawigacyjnym radaru SAR

Streszczenie. Zintegrowane systemy nawigacyjne INS/GNSS (Inertial Navigation System / Global Navigation Satellite System) odgrywajg istotng
role w procesie korekcji nawigacyjnej radaru SAR (Synthetic Aperture Radar). Niezalezny system korekcji nawigacyjnej radaru SAR powinien
zapewnia¢ przetwarzanie danych nawigacyjnych stosujgc rézne algorytmy filtracji lub wygtadzania. W artykule opisano algorytmy wygfadzajgce:
w stafym punkcie, w stalym przedziale oraz ze statym opdznieniem.

Abstract. Inertial Navigation System and Global Navigation Satellite System (INS/GNSS) have an important role during the process of motion
compensation in Synthetic Aperture Radar (SAR). Independent system of motion compensation of SAR radar should provide processing of
navigational data with use of different filtration or smoothing algorithms. In this paper following smoothing algorithms are described: fixed-point, fixed-

interval and fixed-lag. (Smoothing algorithms used in integrated navigation system of SAR radar).
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Wstep

Systemy nawigacyjne INS/GNSS (Inertial Navigation
System / Global Navigation Satellite System) odgrywajg
istotng role w procesie korekcji nawigacyjnej radaru SAR
(Synthetic Aperture Radar) i mogg by¢ luzno lub $cisle
zintegrowanymi systemami nawigacyjnymi [2-4].

Niezalezny system korekcji nawigacyjnej radaru SAR
powinien zapewnia¢ przetwarzanie danych nawigacyjnych
stosujac rézne algorytmy filtracji lub wygtadzania. Takie
rozwigzanie umozliwia wykorzystanie systemu nie tylko jako
zrédia danych korekcyjnych radaru SAR, ale réwniez jako
samodzielnego poktadowego systemu nawigacyjnego,
anawet jako Zzrodta danych pomiarowych dla ukfadu
stabilizacji systemu antenowego.

Algorytm filtra Kalmana

W teorii estymaciji [4,8] ocena stanu a priori X~ w chwili
k, jest oszacowaniem stanu w chwili k, na podstawie
wszystkich pomiaréw do chwili k (z wylgczeniem pomiaru

w chwili k). Ocena stanu a posteriori X* w chwili k, jest
oszacowaniem stanu w chwili K na podstawie wszystkich
pomiarow wigcznie z chwilg k. Oceny te sg zdefiniowane
i oznaczane odpowiednio:

A—

(1) X, =Xy = E(Xk|}’1,~~-a yk—l)’
(2) X=Xy = E(Xk|YIn s Yk)-

Jesli dysponuje sie wieksza liczbg pomiaréw (np. az do
czasu N) nalezy oczekiwac lepszego oszacowania wektora
stanu. Istnieje wiele sposobéw na otrzymanie takich
oszacowan, np. filtracja czy tez wygtadzanie w statym
punkcie lub w statym przedziale czasowym lub ze statym
opodznieniem, albo ich modyfikacje. Sposoby optymalnego
wygtadzania oparte sg na algorytmie filtra Kalmana [1-2,5]:

(3) Xy =F X +wieg,
(4) z, = Hyx + vy,
(5) P, = FPF +Qy,
_ _ —1
) K, = P H] (H, P H] +R, ),

7 P =(-KH )P ([-K,H,) +KRK],

(8) X, =F X g,

(9) Xy =iE+Kk(Zk —Hkiﬂ)'

gdzie: x, — n-elementowy wektor stanu w chwili k, F, —
n x N wymiarowa macierz stanu, wy — p-elementowy wektor
zaktdcen stanu o macierzy kowariancji zaktécen Qy, zx— m-
elementowy wektor pomiarowy, H, — mx n  wymiarowa
macierz pomiarowa (obserwacji), vx— m-elementowy wektor
btedéw pomiarowych o macierzy kowariancji zaktécen Ry,
X, — estymata wektora stanu w chwili k (wynik filtracji), X,
— estymata wektora stanu w chwili k (wynik predykgiji), Ky —
nx m wymiarowa macierz wzmocnien Kalmana, P, —
macierz kowariancji btedéw filtracji w chwili k, Pk+ — macierz
kowariancji btedow predykcji w chwili k, I — n x n wymiarowa
macierz jednostkowa.

Stosuje sie takze alternatywng forme filtra Kalmana [1]:

(11) P, =FP (F -L,H,)" +Q,,
(12) L, =R H] (H,PH] R, )

gdzie Ly jest wzmocnieniem tego filtra. Ta forma filtra
okresla tylko stany estymat a priori oraz kowariancje. Obie
postaci wzmocnienia Kalmana Ky i Ly zapewniajg
identyczne estymaty stanu i kowariancji btedow estymaciji.

Wygtadzanie w staltym punkcie
Celem wygladzania w statym punkcie jest uzyskanie
estymat a priori wektora stanu x(j) w chwilach j+1,

j+2,...,k k+1,.... Czesto uzywa sie zapisu f(j,k do

oznaczania estymaty x(j) uzyskanej z wykorzystaniem
wszystkich pomiarow do chwili (k - 1) wigcznie z tg chwila.
Zatem estymata f(j,k moze by¢ traktowana jako estymata

a priori wektora x(j) w chwili k
(13) )A(j’k =E(Xj|yl,...,yk71> dla kZ J .

Z podanej definicji wida¢, ze
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(14) X =E(xj|y1,...,yj_1): %

Innymi stowy, estymata ﬁj’- w chwili j jest estymatg stanu

j
a priori, a estymata X j,j+1 Jest estymatq stanu a posteriori

(15) xj,jﬂ=E(xj|y1,...,yj):x+j.

Zadanie realizowane przez wygtadzanie w staltym
punkcie, w przypadku posiadania dodatkowych pomiaréw w
chwilach j,j+1,j+2.. polega na whczeniu i
wykorzystaniu tych informacji do uzyskania polepszone;j
estymaty (razem z jej kowariancjg) dla stanu w chwili j.
Algorytm wygtadzania w stalym punkcie jest realizowany
w sposob nastepujacy:

Trzeba uruchomi¢ standardowy filtr Kalmana az do chwili j,

w ktorej wylicza sie f(] oraz Pj_ . Dla uproszczenia zapisu

w algorytmie dla PJ-_ pomija sie minus w indeksie gérnym.

Nalezy zainicjowac filtr przy zatozeniach:

(16) Xjj=x, X;=P;, II;=P;.

]

Dlak =], j+1, ...., nalezy wykonaé nastepujgce obliczenia:

(17) L, =FP H!(HPH +R, ],

1
(18) Ay =2kH[(HkPk‘HI+Rk) ,

(19)

A

X},k-%—l = X},k +)\.k(Zk _HkX; y

(20) Xy =Fk§E+Lk(Zk _ka‘ﬂ),
(21) P, =FP (F -LH,) +Q,,
(22) M, =T -2, Hy

\T
(23) Ty = Zk(Fk —Lka) :

Macierz kowariancji Py jest macierzg kowariancji a priori
estymaty wektora x(k) standardowego filtra Kalamana,
macierz Il jest macierzg kowariancji wygtadzonej estymaty
wektora x(j) w chwili k, a macierz X jest macierzg
kowariancji sprzezonej tych dwdch kowarianciji.

Wygtadzanie ze stalym op6znieniem

W wygtadzaniu ze statym opoéznieniem otrzymuje sie
estymate stanu w chwili K — N uzywajgc pomiaréw do chwili
k witgcznie, gdzie indeks czasu Kk nieustannie sie zmienia
w miare pozyskiwania nowych pomiaréw, a opdznienie N
jest state. Oznacza to, ze w kazdej chwili czasu jest
dostepnych N przyszlych pomiaréw do estymacji stanu.
Zatem mozna uzyskac ﬁka,k dlak=N,N+1, ..., gdzie N
jest ustalong liczbg naturalng. W algorytmie tym uzywane
sg nastepujgce oznaczenia:

’A‘k—N,k :E(Xk—N|Y1»-~aYk)’
(25) Iy =E[(Xk—N =Xy N _ik—N,k)T]'

(24)

W wygtadzaniu w statym punkcie, estymata f(k,m oznaczata

oszacowanie wektora x(k) uzyskane z pomiaréw do chwili
m — 1 wigcznie. W wygtadzaniu ze statym opd6znieniem jest
ona wyznaczana z pomiaréw do chwili m wtgcznie.

Jesli zdefiniuje sie estymate f(k’m jako stan xyn

rozpropagowany z jednostkowg macierzg przejScia oraz
z zerowym szumem przetwarzania do chwili K to:

(26) Xyp1 ) =Xy s Xpqp0 =X =Xpp, Xy 3 =Xgp =Xy 5.

Jesli uzywa sie filtra Kalmana do estymacji stanow
systemu (na podstawie pomiaréw do chwili kK wigcznie), to

estymata ostatniego elementu wektora stanu Xy Ny

bedzie réwna estymacie wektora xy_y uzyskanej z pomiaréw
do chwili k wigcznie. Jest to estymata, ktdrej poszukuje sie
dla wygtadzania ze statym opdzZnieniem. Zmienna stanu jest

inicjowana jako Xy , =Xy_p, i posiada jednostkowg macierz
stanow przej$¢. Estymata a posteriori zmiennej Xy, n jest
wtedy rowna Xy -

W algorytmie wygtadzania ze statym opdznieniem
nalezy uruchomi¢ standardowy algorytm filtra Kalmana az

do chwili j, w ktérej wylicza sie X, ,;, Ly oraz Py .

Nalezy zainicjowac filtr wg zaleznosci:
(27) Xpor =Xp, Lyo=L,, PX=P,
k+1L,k — Ak+1 s k,0 — ~k s k k

idlai=1,.., N+ 1wykona¢ nastepujgce operacje:

: 1
(28) L= Pl?ﬂlilHI(HkPI?ﬂOHE + Rk) ,
G R RORILLE
. P T
(30) P =P l(Fk ‘Lk,on) :

(31) Xioik = Xjonik + L (Zk —ka‘i)-

Mozna zauwazyé, ze w pierwszej iteracji tej petli
wykonywane jest od$wiezanie pomiarow standardowego
filtra Kalmana. Po zakonczeniu petli posiadamy wygtadzone
estymaty kazdego stanu z op6znieniami w zakresie od 0 do
N, uzyskane z wykorzystaniem pomiarow do chwili K
wigcznie. Te estymaty sg opisane jako Xy y,...,Xx_nk-
Ponadto mamy kowariancje btedéw estymacji oznaczane
jako Pl . BN

Wygtadzanie ze stalymi odstepami

Przy zatozeniu, ze pomiary sg wykonywane z réwnymi
odstepami czasu, w wygtadzaniu ze statymi odstepami
czasu, poszukuje sie estymat stanéw w punktach pomiedzy
pomiarami. Podczas procesu wygtadzania nie pozyskuje sie
zadnych nowych pomiaréw. Wyr6zni¢ mozna dwa rodzaje
tego typu wygtadzania: ,do przodu” i ,do tytu”.

Wygtadzanie ,,do przodu — do tytu”

Jesli zatozymy, ze estymujgc stan x;, opieramy sie na
pomiarach od k=1 do k=N (dla N > m), wygtadzanie ,do
przodu — do tytu” bazuje na dwdch rodzajach estymaty xp,.
Pierwsza estymata X; opiera sig na filtrze Kalmana, ktdry

dziata od k=1 do k=m. Druga estymata X, bazuje na

filtrze Kalmana, ktory dziata odwrotnie w czasie od k = N do
k = m. Takie podejscie do wygtadzania tgczy dwie estymaty
aby otrzymac¢ optymalnie wygtadzong estymate.

Na poczatku zaktada sie, ze potgczono estymate stanu ,do

przodu” X; oraz estymate ,wsteczng” X, aby uzyskaé

wygtadzong estymate
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(32) )Z:Kfif +Kbib’
gdzie K; i K, sg stalymi macierzami wspoétczynnikéw.
Zakfada sie takze, ze estymaty X; oraz X, s niezalezne,

poniewaz obie sg wynikami dziatania filirow Kalmana.
Zatem aby estymata X byfa niezalezna K; + Ky = 1.

Woéwczas
(33)

A A

K=K k¢ +(1-K( Ry .

Dla zerowej wartosci Sredniej E(efebT), gdzie

e; =X—X; oraz €, =X—X, , macierz kowariancji estymaty

moze byé zatem wyznaczona jako (34)
P =E{Kf (efe¥ +ebeg)l(¥ +ebeg —Kfebeg —ebegK¥ }

Estymaty X; oraz X, sg bezstronne, a €; i e, niezalezne
(zalezg od rozdzielnych zbioréw pomiaréw). Wtedy macierz

P =Eefe¥ jest kowariancjg estymaty ,do przodu”,
a macierz P, :E(ebeg) kowariancjg estymaty wsteczne;j.

Wyzerowanie ich umozliwia znalezienie optymalnych
wartosci wzmocnien
1 1

Kowariancja wygtadzania ze statym odstepem zdefiniowana
zaleznoscig

P=P,(P; +P, ) (P + P, P, +P, )P, +
(36) . .
+P, B[P + P, [P, — P, (P +P, )P,

po wykorzystaniu stosownych tozsamosci i twierdzenia
o odwrotno$ci macierzy, sprowadza sie do postaci
[p-1 Ayl
(37) P=\P; +P, .
Roéwnania  (32-37) tworzg
wygtadzania ze statym odstepem.
Aby otrzymaé wygtadzong estymate w chwili m nalezy
uruchomi¢ algorytm filtra Kalmana ,do przodu” i uzy¢

pomiarow do chwili m wigcznie. W tym celu nalezy
zainicjowac filtr ,do przodu” wykorzystujgc zaleznosci:

podstawy  algorytmu

(38) ﬂozE(Xo)! P?OZE[("OJF’A‘J?OXXOJF’A‘%)T}

a nastepnie dla k = 1, ..., m wykonac obliczenia:

(39) Py = Fk—IP?—,k—lFI;r—l +Qu
(40) Ky =PiHR,',

(41) X =F X,

(42) X =X +Kg (Zk —H, X5 )
(43) Pf+k=(1—kaHk)Pf_k-

W ten sposodb dla wektora x(m) i pomiaréw do chwili m
wigcznie, otrzymuje sie estymate ,do przodu” wraz z jej
kowariancjg.

Filtr ,wsteczny” dziata w czasie ,do tytu”, zaczynajgc
w chwili o najwyzszym indeksie czasu. Poniewaz estymaty

,do przodu” i ,do tylu muszg by¢ niezalezne, zadna
informacja wykorzystana w jednym filtrze nie moze trafi¢ do

filtra drugiego. Zatem macierz Py
warunek

powinna spetniaé

(44) Py =©.

W indeksie gérnym macierzy uzywa sie znaku minus
aby wskazaé¢, ze kowariancja do ,tytu” w chwili N jest
przetwarzana przed pomiarem w chwili N (filtrowanie

.wsteczne”). Zatem P,y bedzie uaktualniane tak aby

uzyskaé PJN po tym jak zostanie przetworzony pomiar
z chwili N. Nastepnie bedzie ekstrapolowany wstecznie
w czasie aby uzyska¢ Py \_;, itd. Z kolei problem inicjacji
,wstecznej” dla estymaty stanu X, momentu k = N mozna
rozwigzac przez wprowadzeniu nowej zmiennej

1A
(45) Sk = PonXpi -

Znak minus lub plus w indeksie gornym moze byc¢
dodany do wszystkich wielkosci w zaleznosci (50) w celu
oznaczenia wartosci przed lub po pomiarze w chwili k.

Poniewaz warto$¢ P,y jest nieskonczona wobec czego

(46) sy =0.

Warunek brzegowy w nieskoficzonosci dla Py

oznacza, ze nie mozna uzy¢ standardowego filtra Kalmana
,wstecznie”, poniewaz algorytm nalezy zaczynac
z nieskonczong kowariancjg. Zamiast tego nalezy
wykorzystac filtr informacyjny bazujacy na zaleznosciach:

A7) X =B X +Wp . Wy ® (O»Fl:—l1Qka_—T1)v
(48) Zk =Hka +Vk , Vk z(O,Rk)

W algorytmie wstecznego filtra informacyjnego nalezy
zainicjowac¢ go z warunkami poczgtkowymi:

(49) sy =0, I =0

idlak=N,N-1, .. m+1wykona¢ nastepujgce czynnosci:
(50)
(51)

N 1 1 1 Yln-
(52) Iy :FkT—l[Qk-l -Qi (ng +Qk_J Qk1—1j|Fk—1 :

I} =1, +H{R{H, ,

si =s, +H(R'z, ,
(53)

1
- - -1 (y+ +
Skt = Iy B (IbJ Sk -

Nalezy wykona¢ jedng ostateczng aktualizacje aby uzyskac
wsteczng estymate stanu x(m):

_ = e K et Yl R
(54) Tom= Q7 —QiF: (I + FT Q1 | FTQ

(5%) Py = (Ik;m yl )
(56) Sm = Ingr#( E)r,m+1 )7ls;+l )
(57) S
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W ten sposéb z pomiarow m+1, m+2, .., N
wyznaczono ,wsteczng” estymate X, i jej kowariancje
Py -

Nastepnie taczy sie uzyskane wartosci ,wsteczne”

z wartosciami  ,do przodu”
estymate stanu i kowariancje:

aby uzyska¢ ostateczng

(58) K =Py (Pin + P )
(59) R =K R + [+ K Ko,
(60) o= (i) + i )‘T -

Po stosownych przeksztalceniach mozna uzyska¢ takze
alternatywne wyrazenie na ﬁm
(61) ’A‘m =P, (IJfrmf‘?m +Ib_m§‘b_m)'

Filtr ,do przodu” zostat uruchomiony do uzyskania
estymat a posteriori i kowariancji do chwili m. Nastepnie filtr
~wsteczny” zostat uruchomiony do uzyskania estymy a priori
i kowariancji w czasie od konca do chwili m (np. a priori

w odwroconej perspektywie czasu). Nastepnie estymaty
LW przéd” i ,w tyt” oraz ich kowariancje w chwili m zostaty

potaczone aby uzyska¢ docelowg estymate X, oraz

kowariancje P, .

Efektywnos¢ analizowanych algorytmoéw wygtadzania
Stopien poprawy algorytmu wygtadzania w stalym

punkcie [8] jest zdefiniowany przez wspoétczynnik 7,

_ tr(Pj _Hk+1)

L P;

(62) -100% ,

gdzie j jest punktem wygtadzania, a K jest liczbg pomiardw.
Procentowa poprawa zwigzana z wygtadzaniem ze
statym opdznieniem 75, Wynosi
tr(PO’O _pN+LN +1)
(63) o =—{=o.
© T ulp)

-100% .

Whnioski
W pierwszym algorytmie estymata ﬁj,k dla k> j jest

wynikiem wygtadzania w statym punkcie. W tym filirze
uzyskuje sie jg w ustalonej chwili j, gdy pomiary sg
kontynuowane w czasie wiekszym od j i do kK w miare
pozyskiwania nowych pomiaréw.

W drugim algorytmie estymata ’A‘ka,k dla statego N jest

wynikiem wygtadzania ze statym op6znieniem. W tym filtrze
znajduje sie estymate stanu w kazdej chwili kK uzywajgc
pomiaréw do chwili k + N wigcznie. Indeks czasu k zmienia
sie, podczas gdy N pozostaje state.

W trzecim algorytmie estymata f(k,N dla statego N jest

wynikiem dziatania filira ze statym przedziatem czasowym.
W tym filtrze uzyskuje sie estymate stanu w kazdej chwili
k uzywajgc pomiarow do chwili N wigcznie. Indeks czasu k
zmienia sie, podczas gdy ogolna liczba pomiaréow N jest
stata. Mozliwe sg takze dwa rodzaje wygtadzania: ,do
przodu” i ,do tytu”.
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