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Zastosowanie rachunku rézniczkowego utamkowego rzedu do
modelowania dynamiki superkondensatorow

Streszczenie. Artykut omawia modelowanie impedancji superkondsnsatorow przy zastosowaniu rachunku rézniczkowo-catkowym utamkowych
rzedéw oraz modelu relaksacji dielektrycznej Cole’a-Cole’a. Podstawg modelowania sg zidentyfikowane charakterystyki czestotliwosciowe.
Modelowaniu utamkowego rzedu przeciwstawia modelowanie z zastosowaniem transmitancji rzedu catkowitego. Prezentuje doktadno$¢ obu metod
modelowania oraz trudno$ci obliczeniowe podczas optymalizacji warto$ci parametrow modeli, a takze aplikacje tych modeli do celow sterowania.

Abstract. The paper describes the modeling of supercapacitor impedance with fractional order calculus and Cole-Cole relaxation model application.
The basis of the modeling are frequency responses. The fractional order models are compared with integer order transfer functions. The accuracy of
both methods of modeling and difficulties of the optimization of parameters values of the models are discussed. The applications of both types of
transfer function in control circuits are presented. The Application of Fractional Calculus for Supercapacitor Dynamics Modeling.
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Wstep

Superkondensatory  stanowig  specyficzng  grupe
kondensatoréw, ktére majg cechy posrednie pomiedzy
kondensatorami  elektrolitycznymi, a  akumulatorami.
Osiggajg one pojemnos¢ kilku tysiecy faradéw. Ponadto
charakteryzujg sie gestoscig zmagazynowanej energii
przekraczajgcg 10 Wh/kg masy oraz mogg dostarczy¢ lub
przyja¢ moc przekraczajgcg 10 kW/kg masy. Cechy te

uzyskujg dzieki mozliwosci magazynowania duzych
tadunkéw elektrycznych wokot  porowatych  elektrod,
wykonanych z aktywnego wegla, grafenu, nanorurek

weglowych, weglowego aerozelu itp. Z racji wymienionych
wiasciwosci  superkondesatory stosowane sg jako
zabezpieczenia komputerow przed zanikiem energii
zasilajgcej, w ukladach zasilajgcych roboty, zabawki,
elektryczne szczoteczki do zebdw itp. Ostatnio sg
stosowane coraz szerzej, obok akumulatoréw, w pojazdach
elektrycznych dla przejmowania energii hamowania oraz
dostarczania jej podczas gwattownego przysSpieszania. W
dziedzinie tej trwa szybki rozwdj [14]. Ostatnie doniesienia
mowig o uzyskaniu zelu grafenowego, przy pomocy ktérego
bedzie mozna zbudowac¢ superkonedsatory, magazynujace
energie do 60 Wh/I [1].

Ogolnie, doktadniejszy opis impedancji typowego
rzeczywistego kondensatora wymaga uwzglednienia jego
stratnosci. W zwigzku z tym wprowadzono schematy
zastepcze, w ktorych idealny kondensator jest potgczony z
réwnolegtymi i szeregowymi rezystancjami. W przypadku
rozwazania wyzszych czestotliwosci pracy wprowadza sie
takze indukcyjnos¢ szeregowg. Specyficzna konstrukcja
oraz sposob dziatania superkondesatorow wymagajg przy
opisie ich wiasciwosci dynamicznych uwzglednienia
zjawisk, zwigzanych z poruszaniem sie jondéw elektrolitu
wokot porowatych elektrod o relatywnie duzej powierzchni.
Zjawiska te opisujg modele relaksacji jonowej. Prowadzi to
do konieczno$ci zastosowania bardziej ztozonego modelu

zastepczego impedanc;ji superkondensatorow, niz
wspomniany model typowego kondensatora. Artykut
dotyczy praktycznych aspektow modelowania
superkondesatorow z wykorzystaniem modeli

dynamicznych utamkowego rzedu w poréwnaniu do
zastosowania modeli rzedu catkowitego.

Modele impedancji superkondesatoréow

Impedancje kondensatoréw czesto przedstawia sie
zZazwyczaj za pomocg schematu  zastepczego.
przedstawionego na rysunku 1. Schemat ten zawiera

rezystancje szeregowg R: i rownolegla R, oraz
indukcyjnos¢ szeregowg L. Dla typowego kondensatora
pojemnos$¢, wystepujgcg na rysunku 1, mozna uznac za
statg w funkcji czestotliwosci. Przy opisie impedanciji
superkondensatoréw, ze wzgledu na zjawisko relaksaciji,
nalezy dodatkowo uwzgledni¢ zmiennos¢ tego parametru w
funkcji czestotliwosci.

W przypadkach analizy sygnatéw o szerokosci widma
czestotliwosciowego ograniczonej do 10 kHz indukcyjnosé
L mozna pomingé. Niniejszy artykut obejmuje ten
przypadek, gdyz koncentruje sie na wplywie zjawiska
relaksacji jonowej w superkondensatorach. Typowe
charakterystyczne state czasowe relaksacji dla tych
elementéw wynoszg od kilku do kilkudziesieciu sekund [2],
co powoduje, ze istotny wplyw zjawiska relaksacji na
charakterystyke czestotliwosciowg impedancji wystepuje w
zakresie od ok. 0.001 Hz do kilkudziesieciu Hz.

L (opcjonalnie)

R.

R, C(jo)=Ce(jo)

Rys 1. Ogdlny schemat zastepczy kondensatora rzeczywistego

Zjawisko relaksacji dielektrycznej dla przypadku
idealnego opisuje model Debye’a. W praktyce stosuje sie

doswiadczalne modyfikacje tego modelu [3]. Opis
zespolonej wartosci przenikalnosci dielektrycznej
najogdlniej opisuje np. model Haviliaka-Negamiego o
postaci

Es—Ec0

1 = _— <p< <
(1) ey (o) = €0 +[1+(ij)5]ya 0<y<l1, 06 <I,
gdzie: w — pulsacja, €. — przenikalno$¢ dielekiryczna dla
wysokich czestotliwosci, ¢s — statyczna przenikalnosé
dielektryczna, T- charakterystyczna stata czasowa
relaksacji, y, & — wspétczynniki dobierane empirycznie.

Dla modelu Debye’a w réwnaniu (1) wspotczynniki y=1
oraz 6=1. Jezeli jest spetniony warunek y=1 oraz 6<1,
otrzymuje sie model Cole’a-Cole’a opisany réwnaniem
2)  ecc(w) =¢e0 + 0<6 <1,

€s—€o0
1+(jwT)d
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za$ dla y<1 oraz 06=1 uzyskuje sig rownanie Cole’a-
Davidsona
Es—€0

@) ep(w) =& + tjoT)?

Wspétczynniki y oraz & sg okreslane doswiadczalnie.

Impedancje superkondensatora, zgodnie ze schematem
zastgpczym  przedstawionym na  rysunku 1, przy
uwzglednieniu rezystancji szeregowej R. i rownolegtej R,
oraz pominieciu indukcyjnosci L, mozna zapisa¢

0<y <1,

1

@ Z(o) =R, + 2o

4w
przy czym wartos¢ pojemnosci zespolonej C(jw) jest
proporcjonalna do przenikalnosci dielektrycznej, opisanej
réwnaniami (1) — (3). Impedancje te mozna potraktowaé
jako transmitancje z sygnatem pradowym na wejsciu i
napieciowym na wyjsciu. Zastepujac przeksztatcenie
Fouriera przeksztatlceniem Laplace’a impedancja ta dla
modelu Cole’a-Cole’a ma postaé¢ transmitancji

(14+35)+s0(1+35) T8 +sReC

1,878
Ru+s Ru+sC

(%) Gee(s) =

Wyrazenie (5) mozna tez przedstawi¢ w ogolnej postaci [3]

bosﬁ0 +b1551+ -~-+bm_1sﬁm—1+bmsﬁm
ApSFO+a, S*1+++ay_15Pn-1+a,s%n

Wyktadniki transmitancji (6) sg liczbami zaréwno
catkowitymi jak i utamkowymi. W efekcie jest to opis
zwigzany z rachunkiem rézniczkowo-catkowym
utamkowych rzedéw [5,6]. Do obliczen transmitancji
uktadow zawierajgcych superkondensatory o impedancji w
postaci (5) mozna wykorzysta¢ specjalizowane pakiety
obliczeniowe, np. FOTF [10,4], opracowany jako
uzupetnienie oprogramowania Matlab. Pakiet ten umozliwia
potgczenie blokéw o roznych transmitancjach, sprzezenie
zwrotne, generowanie charakterystyk Bodego i Nyquista,
badanie stabilnosci ukfadu sterowania, , symulacje odpo-
wiedzi czasowych na pobudzenia itp. Przyktad wykorzy-
stania tego pakietu do opisu i symulacji pracy ukfadu
sterowania z superkondensatorem jest opisany np. w [4].

W przypadku zastosowania modeli (1) oraz (3) do opisu
impedancji superkondensatoréw uzyskuje sie wyrazenia z
dwumianami, podniesionymi do utamkowej potegi, co
uniemozliwia zapis ich impedancji w standardowej postaci
(6). W efekcie utrudnia to wykorzystanie tych impedancji w
celach obliczeniowych [9,4]. Trudnosci te zadecydowaly, ze
w niniejszym artykule, jako reprezentanta opisu dynamiki

® G(s)=

superkondensatora  réwnaniami  utamkowego rzedu,
przyjeto transmitancje z modelem Cole’a-Cole’a.
Dla wartosci wspétczynnikbéw, opisujgcych typowe

superkondensatory, w réwnaniu (5) mozna dokona¢
pewnych uproszczen. Mozna uwzgledni¢ w tym celu fakt,
ze szeregowa rezystancja R. jest kilka rzedow wielkosci
mniejsza od réwnolegtej rezystancji uptywu R,. Ponadto, jak
to wykazano w [4], pominigcie drugiego z wyrazéw
mianownika transmitancji (5) w nieistotnym stopniu zmienia
dopasowanie tej transmitancji do wynikdw pomiaréw
charakterystyki czestotliwosciowej rzeczywistego
supekondensatora. W efekcie uproszczong postac
transmitancji (5) mozna przedstawi¢ w ogélnej postaci
1+s8T8+sR.C 1+b158+b,s
(M) Gee(s) =—= ==
E'FSC
Réwnania dynamiki obiektéw, uzywane w automatyce
sg z reguly opisane ukladami roéwnan rézniczkowych
zwyczajnych lub w postaci transmitancji, zwigzanymi z tymi
uktadami réwnan. Transmitancje te stanowig iloczyny
wielomianéw o catkowitych wyktadnikach potegowych

agt+ass

operatorow s. Forme te mozna roéwniez zastosowaé do
aproksymacji charakterystyk superkondesatorow. Modele
tego rodzaju w postaci szeregu struktur elementéw RC o
pozadanej transmitancji przedstawia literatura [10,11].
Ogodlnie transmitancje superkondensatoréw, opisane do
czestotliwosci 10 kHz, a wiec z pominieciem indukcyjnosci
szeregowej, mozna przedstawi¢ w postaci

_ Z?’:Obisi _ 1+b15+~--+szN
(8) Go(s) = YN aist  agtars+-+azsN

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze zwiekszenie rzedu N
réwnania (8), przy poprawie dokfadnosci aproksymacji
pomierzonych charakterystyk czestotliwosciowych,
znacznie zwieksza trudnosci obliczeniowe podczas
identyfikacji parametrow modelu ze wzgledu na wzrost
liczby optymalizowanych parametrow.

Niniejszy artykut dotyczy zastosowania do celow
obliczeniowych uktadow sterowania impedanciji
superkondesatoréw rzedu utamkowego (7) i catkowitego
(8), o parametrach okreslanych na podstawie wynikow
identyfikacji ~ czestotliwosciowej. Ze  wzgledu na
przeznaczenie opisywanych modeléw zakiada sie
ograniczenie liczby optymalizowanych parametréw do
niezbednego minimum. Przy okreslaniu  warunkow
niezbednej doktadnosci aproksymacji nalezy wzig¢ pod
uwage czynniki, ktére majg wplyw na zmiennos$¢
charakterystyk tych elementéw. Nalezg do nich rozrzuty
wartosci zastosowanych elementéw, ich zmienno$¢ w
czasie oraz zmienno$¢ pod wplywem réznych warunkéw
pracy i otoczenia, np. przy zmianach temperatury.

Aproksymacja charakterystyk czestotliwosciowych

Dla okre$lenia doktadnosci aproksymacji impedanciji
superkondesatoréw dokonano obliczen na podstawie
wynikbw pomiaréw charakterystyk czestotliwosciowych
superkondensatorow o pojemnosci nominalnej w zakresie
0,1F — 2700F. Podstawg aproksymacji byta minimalizacja
wskaznika jakosci o postaci

© J=iyw (IGa(jwi)—cp(jwi)l)z
F NS0 GG

gdzie: G, — transmitancja, aproksymujgca impedancje

superkondensatora (7) lub (8), G, — zmierzona warto$¢

impedancji superkondesatora, w; — warto$¢ pulsacji dla i-

tego punktu pomiarowego, N — liczba punktéw

pomiarowych.

Wskaznik Jr odpowiada wariancji wzglednego btedu

aproksymacji w punktach pomiarowych charakterystyki
czestotliwosciowe;j.
Aproksymacje  charakterystyk  czestotliwo$ciowych

impedancji superkondensatoréw, okreslonych w punktach
wi, oparto na metodzie symplex Naldera-Meada,
zaimplementowanej w pakiecie obliczeniowym Matlab.

Transmitancja (7) zawiera 5 parametrow: ag, a2, b1, bz
oraz & jednak, ze wzgledéw praktycznych, z procesu
optymalizacji na podstawie charakterystyki
czestotliwosciowej nalezy wylgczy¢ parametr ag, ktéry jest
odwrotnoscig rezystancji uptywu R.. Wartos¢ tej rezystancii
jest zwigzana ze statg czasowg samoroztadowywania sie
superkondensatora o bardzo duzej wartosci. Mozna
wartos¢ parametru a0 wyznaczy¢ niezaleznie, na podstawie
krzywej roztadowywania sie superkondensatora oraz jego
pojemnosci C. W efekcie optymalizacji podlegajg 4
parametry: ay, by, by oraz 0.

Poniewaz wskaznik jakosci optymalizacji (9) jest funkcja

wielomodalng, optymalizacja wymaga wybrania
odpowiedniego  punktu startowego. W  przypadku
zastosowania modelu Cole’a-Cole’a (2) przyblizone

wartosci parametrow transmitancji (7) mozna oszacowac na
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podstawie znajomosci nominalnej wartosci pojemnosci C
oraz charakterystycznej statej czasowej relaksacji T,
bazujgc na wtasciwosciach fizycznych [2]. Ponadto mozna
bazowa¢ takze na fakcie, ze dla typowych
superkondensatorow wyktadnik utamkowej potegi 0.5<6<1.
Wartos¢ rezystancji szeregowej R mozna przyja¢ na
podstawie danych katalogowych lub oszacowac¢ np. na
podstawie wartosci poczatkowego skoku napieciowego przy
skokowym pobudzeniu prgdowym.

Przyktadowe  wynik  aproksymacji  pomierzonych
charakterystyk czestotliwosciowych superkondesatoréw o
pojemnosci 0,33F oraz 2700F przedstawiajg rysunek 2 i
rysunek 3.

33F

Pomierzona charakterystyka i model Cole-Cole:

10° 107 10 10’ 10°
[Hz]
Rys.2. Aproksymacja pomierzonej charakterystyki
superkondensatora (gwiazdki) 0.33F transmitancjg utamkowg na
bazie modelu Cole’a-Cole’a

Pomierzona charakterystyka i model Cole-Cole: 2700 F
-40 — — T —

!

[dB]

[Hz]

-50

|deg.]

10" 107 10 10
[Hz]

Rys.3. Aproksymacja pomierzonej charakterystyki
superkondensatora (gwiazdki) 2700F transmitancjg utamkowag na
bazie modelu Cole’a-Cole’a

Zestawienie wartosci wskaznikdw jakosci Jr (9) dla
aproksymaciji wynikow pomiarowych réznych
superkondensatorow  znajduje sie w tab. 1. Jak
wspomniano wskaznik Jf odpowiada wariancji wzglednego
btedu aproksymacji w punktach pomiarowych
charakterystyki czestotliwosciowe;.

Tabela 1. Poréwnanie doktadnosci aproksymacji charakterystyk

rzeczywistych
Lp. Charakterystyka Odchylenie standardowe btedu
superkondensatora aproksymacji modelem
2. rzedu 3. rzedu Cole’a-
Cole’a
a) | 0,047 F[8] 9,8% 5,3% 5,2%
b) | 0,1F[8] 10,5% 4,4% 4,9%
c) | 0,33F[8] 16,6% 7,8% 5,6%
d) | 0,6 F (CAP-XX)[12] 13,7% 10,0% 10,4%
e) | 2700 F (PC-2500) [13] 3,2% 1,9% 3,6%

Wyniki, przedstawione w tabeli 1, okreslajg doktadnos¢
aproksymaciji. Z punktu widzenia zastosowania analizowa-
nych charakterystyk dla celéw sterowania, uzyskana do-
ktadno$¢ dla transmitancji z modelem Cole’a-Cole’a jest
wystarczajgca. Powodem tego sg miedzy innymi specyficz-
ne wiasciwosci superkondensatoréw. Na przyktad rezystan-
cja szeregowa Rc superkondensatora firmy Maxwell o
pojemnosci 2700F, wedtug informacji producenta [13],
zmienia sie w zakresie zmian jego temperatury 0-60°C o ok.
12%. Ponadto jego pojemnos¢ przy napieciu 2,5V po 2000
godz. pracy spada o 12%, za$ przy napieciu 2,7V spada o
25%. W przypadku superkondesatora CAP-XX o pojem-
nosci 0.6F zmiana rezystancji szeregowej w zakresie tem-
peratury 0-60°C wynosi ok. 40% [12]. Tak wiec, wyzna-
czanie krotkotrwatych wartosci parametrow modelu super-
kondensatora, dokfadniejsze niz kilka procent, mija sig¢ z
celem.

Poprzednio wspomniano o zakresie czestotliwosci, w
ktorym daje sie zauwazy¢ istotny wptyw zjawiska relaksacji
jonowej na wiasciwosci superkondensatoréw. Pomiary
charakterystyk powinien w petni obejmowac¢ ten zakres. Dla
ilustracji tego zagadnienia mozna postuzy¢ sie
transmitancjg (7), ktérg mozna roztozy¢ na utamki proste

bys®+b
GC(S)=1+ 1S"+bys

(10) ag+azs - Gccl(s) + Gccz(s) + Gcc3(s)
gdzie
(11) Geer (s) = RC/'R
_ u
(12) Geea(s) = 1+5R,C
_ s979R,
(13)  Gees(s) = TrsR.C

Na rysunku 4 przedstawione sg moduty poszczegdinych
czynnikéw transmitancji (11)-(13). Moduty te stanowig
asymptoty transmitancji (10). Nachylenie Qc(w) wykresu
logarytmicznego G

_d(log(IGec(w)))
(14) Q. (w) = 2(10g (@)
mozna przyblizaé tymi asymptotami. Nachylenie tych
asymptot wynosi poczatkowo —20 dB/dekade zmiany

czestotliwosci, by przej§¢ w Srodkowym zakresie
czestotliwosci w nachylenie -20%(1-0) dB/dekade, zas
ostatni odcinek ustala sie na statej wartosci R.. Poréwnujgc
ten wykres z wykresem na rysunku 2 mozna stwierdzic, ze
czestotliwosciowy zakres pomiarowy w petni objat odcinek o
nachyleniu charakterystyki logarytmicznej modutu istotnie
zaleznym od wartosci wspotczynnika 6.

w przypadku aproksymacji charakterystyki
czestotliwosciowej transmitancjg o catkowitych potegach
operatora s, opisanej rownaniem (8), mozna przeprowadzi¢
optymalizacje na analogicznych zasadach. Liczba
optymalizowanych parametrow w zaleznosci (8), z
analogicznym pominieciem parametru a0, dla N=2 wynosi
4, a wiec tyle samo, co dla zaleznosci (7). Dla N=3 liczba
optymalizowanych parametrow wynosi 6. Jak wynika z
tabeli 1, aby uzyskaé¢ doktadnos¢ aproksymaciji, zblizong do
aproksymagciji transmitancjg utamkowg i modelem Cole’a-
Cole’a nalezy uzy¢ transmitancji catkowitego co najmniej
rzedu N=3. Wymaga to oszacowania odpowiedniego punktu
startowego optymalizacji, jednak parametry transmitanciji
(8), w odroznieniu od transmitancji (7), nie majg oczywistej
interpretacji fizycznej. Ponadto optymalizacja w przestrzeni
6-wymiarowej jest trudniejsza do przeprowadzenia.

Optymalizacja w przestrzeni 6-wymiarowej przy
wybranym wskazniku jakosci Jr jest zagadnieniem
wielomodalnym. Podstawg akceptaciji obliczonej

transmitancji powinno by¢ to, aby obliczona transmitancja,
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oprécz bieguna zwigzanego ze duzg stalg czasowg
samoroztadowywania sie, miata bieguny i zera w zakresie
czestotliwosci, w ktérym nachylenie modutu wykresu
logarytmicznego zawierato sie w zakresie

20db
(15)

— = < Qcc(@) <0
zas faza @.(w) tej transmitancji zawierata sie w zakresie
(16) —90° < @ .(w) <0

modulus

[Hz]
Rys. 4. Moduly sktadowych
superkondensatora 0.33 F

transmitancji

W trakcie optymalizacji z niewtasciwego punktu
startowego mozna uzyskac¢ transmitancje np. niewiele
réznigcg sie charakterystykg czestotliwosciowg od
przypadku N=2, transmitancje nieminimalnofazowg, lub
wrecz rozwigzanie niestabilne. W takim przypadku nalezy
zmieni¢ punkt startowy. Dla znalezienia najlepszej
aproksymacji mozna przeprowadzi¢ szereg obliczen z
losowg modyfikacjg warto$ci punktu startowego, a
nastepnie wybra¢ najlepsze rozwigzanie spetniajgce
kryteria (15) i (16) oraz charakteryzujgce sie najmniejszg
wartoscig wskaznika jakosci (9).

Dla charakterystyki czestotliwosciowej, przedstawionej
na rysunku 2 oraz rysunku4 w wyniku optymalizacji
otrzymano transmitancje

1+34.95+56.152+2.48s5

Ga(s) = 1.65E—07+0.2535+1.10s2+0.083s3
Zaprezentowana jest ona w formie wykresu na
rysunku 5. Czestotliwosci punktéow zatamania asymptot
modutu transmitancji, odpowiadajgce jej zerom i biegunom,
okreslone zgodnie z zasadami tworzenia wykreséw

(17)

Bodego, sg przedstawione na rysunku 6. Zgodnie z
przedstawionymi powyzej warunkami wiasciwej
aproksymacji  (15) - (16), mozna wartosci tych

czestotliwosci poréwnaé z przebiegami
rysunku 2 i rysunku 4.

Jak mozna zauwazy¢, wykres na rysunku 5 jest nieco
pofalowany w stosunku do wykresu na rysunku 2,
przedstawiajgcego transmitancje utamkowa. Poréwnawcza
ocena jakosci aproksymaciji, przedstawiona w tabeli 1
wskazuje, ze przy wyborze transmitancji (7) odchylenie
standardowe btedu aproksymacji wynosi 7,8%, zas dla (8)
przy N=3 wynosi 7,2%. Sg to zblizone wyniki. Podobne
relacje zachodzg dla innych badanych
superkondensatorow.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze aproksymacja
transmitancja utamkowg wymaga mniej parametréw do
optymalizacji, zas$ punkt startowy jest powigzany z fatwymi
do oszacowania wartosciami wielkosci fizycznych, przez co
operacja ta jest prostsza w realizacji niz przy transmitanc;ji
catkowitego rzedu. Wadg transmitancji utamkowej jest

wykresow na

konieczno$¢ stosowania niestandardowych
obliczeniowych, ktére sg jednak ogélnie dostepne.

narzedzi

Measured frequency response and lumped model- 0.33 F
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Rys. 5. Aproksymacja pomierzonej charakterystyki
superkondensatora (gwiazdki) 0.33F transmitancjg catkowitego
rzedu 3
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Rys. 6. Zatamania wykresu transmitancji (10),

biegunami (kotko) i zerami (gwiazdka)

zwigzane z

Aproksymacja przebiegéw czasowych

Do oceny jakosci aproksymaciji, przy zastosowaniu
porownywanych modeli impedancji superkondensatorow,
jako pomocniczy wskaznik zostat przyjety wskaznik
czasowy o postaci

I o-y©) e

(18)  Je="—r

,/fo yp(t)2dt
gdzie: t — czas, yp(f) — odpowiedz napieciowa w stanie
ustalonym  uktadu rzeczywistego na  wymuszenie

prostokgtng pradowa falg o okresie T=2s, y(t) — analogiczna
odpowiedz dla modelu (7) lub (8) , T — okres fali
prostokatnej pradu pobudzajgcego.

Okres T=2s przyjeto ze wzgledu na wystepujgce w tym
czasie istotne roznice ksztattu poczatkowej czedci prze-
biegu odpowiedzi supekondensatoréw na skokowe wymu-
szenie w stosunku do ksztattu odpowiedzi typowych kon-
densatorow o tej samej nominalnej pojemnosci. Dla modelu
zastepczego, przedstawionego na rys. 1, przy C(w)=const,
odpowiedzi na to wymuszenie prostokatne stanowitoby
superpozycje fali prostokgtnej i quasi-liniowej pity.

Problem braku zarejestrowanych odpowiedzi rzeczy-
wistych superkondensatoréw rozwigzano na bazie doktad-
nej znajomosci modutu i fazy ich impedancji w zakresie
czestotliwosci 0,5 Hz — 150 Hz. Przebieg charakterystyk
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pomiedzy punktami pomiarowymi obliczono metodg inter-
polacji. Dzieki temu mozna bylo obliczy¢ wartosci sktado-
wych harmonicznych fali prostokatnej od pierwszej do
trzechsetnej, a nastepnie zsumowacé je. Symulacje odpo-
wiedzi modeli oparto na obliczeniach z wykorzystaniem
pakietow Matlab Control Box oraz FOTF [9].

Current square wave response 0.33 F
35 T T T T

4| Model (8), N=3 1

Kon. rzecz.

3

25 }---,

= Model (7)
5
o i i i |
0 0.5 1 1.5 2 25
Czas [s]
Rys. 7. Symulacja odpowiedzi na wymuszenie pradowe

superkondensatora rzeczywistego oraz jego modeli o statych
catkowitych i utamkowych

Tabela 2. Poréwnanie wskaznikéw czasowych

Lp. Charakterystyka Wskaznik jakosci J; przy
superkondensatora aproksymacji modelem
2.rzedu 3. rzedu Cole-
Cole
a) | 0,047 F[8] 11,2% 6,3% 5,2%
b) | 0,1F[8] 16,4% 4,9% 2,3%
c) | 0,33F][8] 25,5% 8,2% 3,0%
d) | 0,6 F (CAP-XX)[12] 13,4% 8,8% 9,9%
e) | 2700 F (PC-2500) [13] 2,0% 1,2% 5,0%

Symulacje odpowiedzi dla superkondensatora 0,33 F
dla modeli (7) oraz (8) przy N=3 przedstawia rysunek 7.
Odpowiedzi superkonedensatora rzeczywistego oraz
modelu utamkowego praktycznie pokrywajg sie. przy czym
wskaznik jakosci J; wynosi 3,0%. Przebieg dla aproksymac;ji
transmitancjg (8) przy N=3 odbiega nieco wiecej od

przebiegu rzeczywistego, co odpowiada wskaznikowi
jakosci J; réwnemu 8,2%.
Zestawienie czasowych wskaznikéw jakosci  Ji,

okreslonych dla szeregu badanych superkondensatoréw
znajduje sie w tabeli2. Mozna stwierdzi¢, ze efekty
aproksymacji odpowiedzi czasowych superkondensatoréw
przy uzyciu modelu utamkowego (7) oraz modelu o statych
catkowitych (8) dla N=3 sg zblizone. Poréwnujgc te wyniki z
ewentualnymi odchytkami przebiegéw, wynikajgcych ze
zmian parametrow superkondensatoréw w czasie pracy,
réznice te mozna uznac¢ za mato istotne.

Podsumowanie
Whioski
aproksymacji

z zaprezentowanych wynikow badan
charakterystyk czestotliwosciowych
impedanciji superkondensatoréow transmitancjami
catkowitego rzedu N=3 oraz ulamkowego rzedu =z
wykorzystaniem modelu Cole’a-Cole’a relaksacji jonowej sg
nastepujgce:

1. Doktadnosé aproksymaciji charakterystyk
czestotliwosciowych, wyrazona odchyleniem standardowym
wzglednego btedu dla pomierzonych punktéw
charakterystyki czestotliwosciowej dla obu rodzajéw
rozpatrywanych transmitanciji jest zblizona.

2. Odchylenia standardowe tej aproksymacji wynoszg na
ogot kilka procent, co wobec zmiennosci parametrow
superkondensatorow w zakresie temperatury pracy oraz
podczas ich starzenia sie, jest wartoscig do przyjecia dla

efektywnej syntezy uktadoéw sterowania, zawierajgcych te

elementy.
3. Wskazniki jakosci, bazujgce na catkach rdznicy
odpowiedzi czasowych superkondensatoréw wzgledem

modeli, dla obu rodzajow rozpatrywanych transmitancji sg
rébwniez zblizone, za$ doktadnosé¢ tych odpowiedzi jest
réwniez do przyjecia do celéw syntezy uktadéw sterowania.
4. Optymalizacja parametrow transmitancji jest duzo
tatwiejsza dla modelu utamkowego ze wzgledu na mniejszg
ich liczbe oraz mozliwo$¢ oszacowania wartosci punktu
startowego optymalizacji na podstawie parametrow
fizycznych superkondensatoréw.

5. Narzedzia do syntezy ukfadow sterowania z elementami
opisanymi réwnaniami rézniczkowymi utamkowego rzedu
oraz symulacji pracy tych ukfadéw sg dostepne i fatwe w
uzyciu.

6. Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze opis impedanciji
superkondensatoréw, jako transmitancji w postaci ilorazu
wielomianéw utamkowego rzedu, jest waznym i godnym
polecenia narzedziem do syntezy uktadéw sterowania.
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