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Model matematyczny dynamiki tréjmasowego uktadu
zastepczego z potaczeniami sprezystymi na przyktadzie odcinka
linii technologicznej walcowania blach grubych

Streszczenie. W artykule przedstawiono model matematyczny dynamiki tréjmasowego ukfadu zastepczego z potgczeniami sprezystymi na
przyktadzie odcinka linii technologicznej walcowania blach grubych skfadajgcego sie z klatki walcowniczej oraz rolek odbierajgcego samotoku
transportowego z motoreduktorowymi napedami indywidualnymi o konstrukcji samono$nej mocowanymi na koricach watéw rolek. Sformutowanie
modelu matematycznego oparto na réwnaniu Lagrange’a drugiego rodzaju. W modelu matematycznym uwzgledniono sprezyste potgczenia
pomiedzy masami ukfadu zastepczego z uwzglednieniem potozenia elementu transportowanego. Wykonano przyktadowe obliczenia symulacyjne z
wykorzystaniem modelu symulacyjno-komputerowego. Wyniki obliczeniowe przyktadowych stanéw dynamicznych przedstawiono w formie
przebiegéw czasowych.

Abstract. This paper presents the mathematical model of a dynamics triple-mass system with elastic connections based on example of the part of a
plate mill processing line with the roller table transporting line individually equipped with motors with gear reducers fixed at the ends of roller shafts.
Mathematical model was based on the basis of Lagrange’s equation of the second type. In the analysis, the moment of inertia as a function of time
was taken into account. This function was introduced into the system of differential equations describing the mechanical part of drive system.
Considering the complex parameters of drive system the exemplary numerical calculations by using a simulation model were made. Results of
simulation of computational dynamic states as time dependencies are presented. Mathematical model of a dynamics triple-mass system with
elastic connections based on example of the part of a plate mill processing line with the roller table transporting line
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Wstep Model matematyczny dynamiki uktadu
Przyjety do analizy uktad napedowy skfadajgcy sie z Zastepczg strukture uktadu mechanicznego z rysunku 2
trzech mas  wirujgcych  potgczonych  elementami  sprowadzono do tréjmasowego ukfadu mas wirujgcych

sprezystymi ma charakter ogolny i moze by¢ odniesiony do
réznych linii technologicznych szczegdlnie linii hutniczych,
gdzie bardzo czesto wystepuje transport dtugich elementéw
pomiedzy réznego rodzaju ogniwami obrébczymi w
zaleznosci od przeznaczenia linii technologicznych. Do
odcinkow linii technologicznych w stosunku do ktdrych
mozna odnies¢ zastepczy uktad wirujgcych trzech mas
potgczonych elementami sprezystymi jest odcinek linii
sktadajacy sie z klatki walcowniczej oraz samotokowej linii
odbierajgce;j. Ogodlny schemat takiego uktadu
mechanicznego  dla  walcowania blach grubych
przedstawiono na rysunku 1.

Pomiedzy klatkg walcowniczg a poszczegdlnymi rolkami
samotoku zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 zatozono
wystepowanie sprezystosci i tlumienia zwigzanego z
odcinkami elementu transportowanego pomiedzy klatkg
walcowniczg i pierwszg rolkg samotoku odbierajgcego oraz
pomiedzy kolejnymi rolkami tego samotoku. Do analizy
ukfadu dla sformutowania modelu matematycznego przyjeto
zastepczg strukture uktadu mechanicznego z rysunku 1
sprowadzong do trzech mas wirujgcych potgczonych
elementem sprezystym (rys.2).
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potgczonych elementami sprezystymi z uwzglednieniem
ttumienia zaktadajgc dla pierwszej masy czes¢ elementu
walcowanego przed klatkg walcarki, klatke walcowniczg
oraz potowe przewalcowanego elementu pomiedzy klatkg
walcowniczg a pierwszg rolkg samotoku odbierajgcego.
Druga mase wirujgcg stanowi pierwsza rolka samotoku
odbierajgcego z potowg przewalcowanego elementu przed
ta rolkg i za tg rolkg przy podziale zgodnie z modutami linii a
trzecig mase wirujgcg obejmuje druga rolka z pozostatg
czescig  przewalcowanego elementu.  Wspdtczynnik
sztywnosci mas wirujgcych okresla zaleznos¢ (1)

EA,  Eah,
m, my,

gdzie: E — modut sprezystosci podiuznej dla stali £ =
(2,0+2,2)'1011 Pa, A, =ah, - powierzchnia przekroju
walcowanego elementu.
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Rys.1. Ogdlny schemat uktadu mechanicznego dla walcowania blach grubych
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Rys.2. Zastepcza struktura uktadu mechanicznego dla sprowadzenia do trzech mas wirujgcych potagczonych elementami sprezystymi

Przewalcowany element metalowy opiera sie¢ na
pierwszej i drugiej rolce samotoku, gdy jest spetniony

warunek m, +m, <l, <m, +m, +m;. Model matematyczny

sformutowano w oparciu o réwnanie Lagrange’a
przedstawione zaleznoscig (2)
(2) d[aTj_aTJr@VJr?@:Qk k=1,..,n

dz{ dq, oq,  Oq,  Ogy

gdzie: T — catkowita energia kinetyczna uktadu, 7 —
catkowita energia potencjalna uktadu, @ — catkowita moc
rozpraszania energii uktadu, ¢, — k-ta z niezaleznych
uogdblnionych wspdt-rzednych, O, — sita uogdlniona
zwigzana z k-tg wspotrzedna, n — wspotrzedne uogdlnione.

Rozpatrujgc uktad napedowy z rysunku 2 jako ukfad
skupiony trojmasowy w odniesieniu do ktérego wspétrzedne
uogolnione w zaleznosci (2) wynoszg n=3 oraz przyjmujgc
odpowiednio uogdlnione wspotrzedne ¢; = ¢,, kat potozenia
walca, ¢, = ¢,; kat potozenia pierwszej rolki, ¢; = ¢,, kat
potozenia drugiej rolki. Catkowitg energie kinetyczng uktadu
sprowadzonego do zastepczej struktury tréjmasowej
okresla zaleznos¢ (3)

3) T =05/ 502 +J gyt +J 53007,

gdzie: J s1.2,3 - momenty bezwladnosci zastepczych mas
wirujgcych.

Wielkosci poszczegdélnych mas  wirujgcych oraz
momenty bezwtadnosci zastepczej struktury trzech mas
wirujgcych przedstawiajg zaleznosci (4)

My :pmahl(ls _<l_5)m1 _<l_5)mz _J.V] dtj =
0

(4)
poah|l —(1—¢&)m, +m2)—0,5dw(2—kJIa)w dt
1./0

2
h
Jy =J.p* +2J, +025d> pmahz(hkj :

2

hy

2

-{[15 -k +m1-2)-05, "1~ g, (t)+0,5m]}

my, . =0,5p,ah,(m, +m,)

m.rl
Tz =5 + 0125 pahydl[m +m,]
Iy =Ji+ 07125pmah2dr2 [mz +d, ¢, (t)]

Energie potencjalng struktury zastepczej ukiadu

trojmasowego okresla ogolnie zalezno$¢ (5)

2 2
®) V=05¢,(x, —x, ) +0.5¢,(x, —x,,)
gdzie: x,; — potozenie liniowe masy skupione;.

Wyrazajgc potozenie liniowe mas skupionych z
zaleznosci (5) poprzez potozenie katowe oraz parametry
procesu walcowania zaleznos¢ (5) przyjmie postaé
réwnania (6)

2
hy 2 2
(6) V=0,125C11 [dw h_ (pw _dr¢rl +0’125012dr (¢r1 _¢r2)
2
gdzie: h, - grubos¢ elementu po przewalcowaniu, 7#; -
grubos¢ elementu w potowie tuku walcowania od strony
wejscia elementu walcowanego w klatke walcowniczg.

Catkowita moc rozproszenia energii potencjalnej jest
okreslona zaleznoscig (7)

2
7) d)zoﬂlzill(dwhia)w_dra)ﬂ] +0’1237/2dr2(a)rl_a)ﬂ)2
2

Sity zewnetrzne dziatajace na masy skupione oraz
momenty wystepujgce w strukturze zewnetrznej okreslajg
zaleznosci (8)

(8) leMsw_Mo.w’ Q2:Ms.r1_Mol’
Q3:Ms.r2 _M02’ Mo.w :2&kma12D(‘g=5)’
M.r1: IBsAr]Jpr (%.zsrl_pra‘h) ’ A4s.r2: ﬂs.ripr(abzsd_prcqﬁ) )

S,

Mol = O’deraum (Gr + Gi ) ’ ]\402 :O’deaum(c;r +Gi+1)
G.=0257d’1 p.g

gdzie: D(g, 5)— ogolna funkcja wzglednych parametréw,
walcowania dla modelu matematycznego A.l.Celikowa lub
A.A. Korolowa [1], [8], ,Bs.n-- wspotczynnik  sztywnosci
charakterystyki mechanicznej silnikow rolek  sekgc;ji
samotokowej, @, ;- zadana predkosC obrotowa biegu

jatowego silnikéw rolek, 1, - wspétczynnik tarcia w

podporach watu rolek.

W oparciu o [8], [10] dla przypadku obcigzenia
przewalcowanym metalem trzech rolek linii samotokowe;j
obcigzenia poszczegdlnych rolek okreslajg zaleznosci (9).

i+1

1
© Gy =1 (_ Ay +— A32j G, ziAn -2G
4dm 4m m
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gdzie: m=m; =m,,
Ay = (2m+my 5 —0,50),,
4 4 4
4, = (Zm +m,_, ) - 2(m +m,_, ) +my_5.
Zakfadajac, ze dtugosé przewalcowanego metalu  sity

obcigzajgce poszczegélne rolki mozna wyznaczy¢ z
zaleznosci (10)

(10)

G = i{_ @m+my, ) + 2 :

i e [(2m+m2_3 )4 —2(m+m2_3 )4 +m§_3]

i

G, = i{3(2m +m,_, )2 - % [(Zm +m,_, )4 - Z(m +m,_4 )4 +mj ]}
4m 2m

t t
Moy =[vadr=05d, [w,d=05d,0,()
0 0
Uwzgledniajgc zaleznosci (10) oraz zaleznosci (11)
otrzymano  koncowe wzory okreslajgce momentu
obcigzenia rolek przedstawione zaleznoscig (12)

(1) G.=025zd’l p.g
t t
m_, = j v, dt = 0,5dr1ja>r1 dt=0,5d.0,(f)
0

0
g=gahyp,

d ah
(12 Mm:%{ndfzrw jnpmfl(wrz)}

dWl’ m ah m
Mozzg = |:7z-drzlrpr+—2p f2(¢r2):|
8 2m

dr ’ 1 dr ’ dr ¥ d4 .
J(l((oﬁ) :{2]11+2 @2} _ﬁ (2”’1"‘2 ¢r2j —Z(m—i—z (ﬂrzj +T6(A

d Y 1|, & Y ( d Y d&
fla) ={2m7 %j s (21717 @2) —Z(mj %j 47644“2

Z cyklu pracy klatki walcowniczej oraz odbierajacej linii
samotokowej wynika, e poszczegélne momenty
zastepczych mas wirujgcych sg zalezne od czasu a w
przypadku podziatlu mas dla struktury zastepczej (rys.2)
przypadek taki zachodzi dla zastepczej masy pierwszej i
trzeciej zaktadajgc ciggtos¢ walcowania pomiedzy klatkg
walcowniczg a drugg rolkg linii samotokowej. Przy tak
przyjetych zatozeniach momenty bezwtadno$ci zalezne od
czasu okresla uktad réwnan (13)

d 0 dJ do
(13) —|—T =0, +J;,—>

dt\ om,, dt

d( 0 do

— T\|=Jg—"

dt\ dm,, de

d 0 dJ do

- T|==—2 0, +Jy—%

dt dw,, dt dr

Uwzgledniajgc  zaleznosci  dotyczace  skiadnikow

rbwnania Lagrange’a drugiego rodzaju okreslonego

zaleznoscig (2) dokonujac przeksztatcen otrzymano uktad
trzech  nieliniowych  réwnan  rézniczkowych  (14)
okreslajgcych dynamike tréjmasowego ukfadu potgczonego
elementem sprezystym o zmiennym w czasie momencie

bezwtadnosci jako analityczny uktad zastepczy uktadu

mechanicznego klatki walcowniczej z rysunku 2.
(14)

3
Lo paahq ol ) b [dij
d*  8J “h, ) dt
2 2 i
L blldw h_k +ﬁ |p2 d¢w_
Jul 4 \n Py

47, b, dr  4J, \h,
B |Py @y —22k,al’ D(e,6)
_ I

&g, bdd h de, (b+b)d+46. |0 dg,

_byd.d, h_k do, + endy [ By Jz _d,d . hy

¢ 4L, h dr 4., dr
byd; dg, ¢dd h (ﬂ (Cn +Clz)dr2 0+
4, dt 4y k4,
g ath mdwrlum Cl Zdrz
+ +
8, fl((”rz) 47, 25
N ”gdrz Zr prdwrlum _aﬂsmljpra{).zsrl :O
8
2
&gy, puahod; (dps | bpd? doy
dr’ 8y \dt ) 4Jy dt
N blzdrz +4ﬂ5~f2‘p3 . d(DrZ c[2dr2 + gah’zpmdwrlum f ((p )
47, de 47" demdy, T
CIZdr2 ”gdrz lr prdwrlum _aﬂs.rz‘Prwo.zsrz _
+ (orZ + = O
4J 53 8/
Warunki  poczatkowe do  rozwigzania  uktadu
nieliniowych réwnan rézniczkowych okreslonych

zaleznoscig (14) przedstawiajg zaleznosci (15)

o)
(15) ¢, (O) =0, (Prl(o)zo! %) (O) =0, m =O,5derl ds
0

dﬂ(o) =w,(0)=0,,(), %(O) =a,(0)=,,(t,)

dt dt !
Aoy (o _Vay (fz) _05d, @, (tz) _
P (O)— a)rZ(o)_ 0,5d. = 0,5d, = a)r2.2(t2)

Przedstawiony uktad roéwnan (15) zaktada ciggtosé
walcowania pomigdzy klatkg walcowniczg a druga rolka linii
samotokowej. Obliczenia symulacyjne wykonano dla
przypadku: rozruch pod obcigzeniem trzech rolek dla
poczatkowego pofozenia elementu transportowanego
my=0,2m, m3=0,7m i nastepujgcych parametrow ukfadu
napedowego sekcji samotoku:
modut samotoku m 1000 mm, szerokos¢ elementu
transportowanego a 1500 mm, grubos¢ elementu
transportowanego h 200 mm, dlugosci elementu
transportowanego /s = 2900 mm, materiat elementu
transportowanego — stal ys = 7900 kg/m3, wspotczynnik

tarcia tocznego metalu z rolka fm= 0,0015, zmieszczenie
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osi symetrii wzgledem osi symetrii rolki e = 0, wspotczynnik
tarcia slizgowego w podporach £, = 0,07.
Przebiegi obliczeniowe przedstawiono na rysunkach 3, 4, 5.
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Rys.3. Przebiegi predkosci obrotowych rolek samotoku i predkosci
liniowej elementu transportowanego
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Rys.4. Przebiegi momentéw obcigzenia statycznego osi rolek oraz

przebiegi momentu bezwtadno$ci elementu transportowanego
przeliczonego do osi rolek
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Rys.5. Przebiegi dynamicznego obcigzenia osi rolek od zmiany
momentéw bezwladnosci elementu transportowanego oraz
przebiegi momentéw elektromagnetycznych silnikébw napedowych
rolek

Podsumowanie i wnioski

Analizowany  ukitad napedowy stanowi nowe
opracowanie dla uktadu zastepczego trzech mas wirujgcych
potgczonych elementami sprezystymi z uwzglednieniem
ttumienia i jest w zakresie analizy kontynuacjg podobnych
opracowan przedstawionych miedzy innymi [2], [3], [4], [5],
[6], [7]. Model matematyczny opisany ukladem réwnan (14)
ma charakter ogodlny i pozwala na prowadzenie
wielowariantowych analiz obliczeniowych stanow
dynamicznych ukfadu mechanicznego przedstawionego na

rysunku 2, jak réwniez podobnych uktadéw mechanicznych
ktére mozna sprowadzi¢ do zastepczego uktadu
trojmasowego. W  zakresie  wariantéw  symulacji
obliczeniowej przedstawiona w niniejszym artykule analiza
pozwala na uwzglednianie nastepujgcych grup parametrow
zwigzanych z uktadem napedowym:

- prowadzenie analizy obliczeniowej dla réznych
parametrow elementu walcowanego z bezposrednig
mozliwoscig analizy wplywu tych parametréw na
wystepowanie momentéw obcigzenia okreslonych w
zaleznosciach (8),

- mozliwo$é zmiany rozstawu pomiedzy klatkg walcowniczg
a rolkg samotoku odbierajgcego oraz zmiany modutu linii
samotokowej z mozliwoscig analizy dodatkowej wpltywu
tych  wielkosci na wystgpowanie sit obcigzajgcych
poszczegolne rolki okreslone zaleznoscia (9) i (10),

- mozliwos¢ analizy obliczeniowej z uwzglednieniem

ogolnych  parametréw walcowania dla prowadzenia
wariantowych  obliczen z  wykorzystaniem  modelu
matematycznego A.l. Celikowa lub A.A. Korolowa poprzez
wprowadzenie réznych ogdlnych funkcji wzglednych
parametrow walcowania w zaleznosci (8)
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