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Bilanse mocy w obwodzie pradu przemiennego z odbiornikiem

nieliniowym

Streszczenie. W pracy przedstawiono podstawowe definicie mocy biernej. Na tym tle przeprowadzono analize obwodu pradu przemiennego
zawierajgcego rezystancje, indukcyjno$¢ oraz odbiornik nieliniowy. Analize charakterystyk quasistatycznych przeprowadzono uwzgledniajgc
wszystkie wyzsze harmoniczne. Okre$lono schematy zastepcze elementu nieliniowego. Analizowany jest bilans mocy czynnej w obwodzie.
Przedstawiono definicie mocy biernej, ktéra umozliwia bilansowanie mocy biernej w obwodzie. Zaproponowano interpretacje fizyczng tej mocy

biernej .

Abstract. The paper presents the basic definitions of reactive power. Against this background, an analysis of the AC circuit containing resistance,
inductance and non-linear load was performed. The circuit quasi-static characteristics were calculated taking into account the all higher harmonics.
Equivalent diagrams elements of the nonlinear element were described. A balance of active power in the circuit is analyzed. The paper presents a
definition of reactive power, which allows balancing reactive power in the circuit. Physical interpretation of reactive power is proposed. (Power

balances of AC circuit with nonlinear load).
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Wstep

Odbiorniki  nieliniowe zaburzajg przeptyw energii
elektrycznej od producenta do konsumenta. Energia
przenoszona pierwszg harmoniczng zmienia sie w
nieliniowym odbiorniku na energie wyzszych
harmonicznych i jest zwracana do sieci zasilajgce;.

Sprawozdania finansowe miedzy dostawca a konsumentem
sg regulowane na podstawie wskazan licznikow
integrujgcych moce - przeptywy energii. Moc czynna ma
ustalona, powszechnie stosowang definicje i od dawna jest
mierzona. Definicja ta obowigzuje réwniez dla obcigzenia
nieliniowego. Dla takiego obcigzenia wcigz
nierozstrzygnieta jest definicja mocy biernej. A przeciez ta
moc stosowana jest w systemie energetycznym do
sterowania rozptywem mocy. Dlatego wazna jest
odpowiedZz na pytania: "Czy obecnie stosowane pomiary
opisujg przeptyw energii poprawnie? Jaki jest ilosciowy
wptyw obcigzenia nieliniowego na sie¢ zasilajacg? Czy
mozemy zbilansowa¢ moc bierng w obwodzie z
odbiornikiem nieliniowym?".

Dyskusja o mocy biernej trwa od okoto stu lat.
Najwczesniej powstaty definicje mocy biernej zgtoszone
przez lllovici, Bodeanu i Fryzego. Proces ich tworzenia
mozna przesledzi¢ w [1]. W drugiej potowie XIX wieku
podstawowymi wielko$ciami charakteryzujgcymi obwadd
pradu sinusoidalnego byly wartosci skuteczne pradu I i
napiecia Uy oraz moc czynna P, mierzona jako iloczyn
wartosci chwilowych pradu i napiecia na odbiorniku.
Wystepowanie  indukcyjnosci w  takim  obwodzie
powodowato, ze moc czynna byla mniejsza od iloczynu
wartosci skutecznych pradu i napiecia. lloczyn ten nazwano
mocg pozorng S. lloraz P/S nazwano wspotczynnikiem mocy
i skojarzono z katem przesuniecia fazowego przebiegu
pradu wzgledem napiecia zasilania:

(1) COS(ﬂ:%:%Usk-Isk)

Relacja ta dla przebiegéw sinusoidalnych odpowiada
przyjetej definicji mocy czynnej:

(2) P:Usk'lsk'cos¢
Kolejnym krokiem byto wprowadzenie mocy biernej:
@) Q=Ugy 1y -sing

ktérej kwadrat uzupetniat kwadrat mocy czynnej do
kwadratu mocy pozornej w rGwnaniu mocy:

(4) s*=P*+0*

Pod koniec XIX wieku Ch.P. Steinmetz, badajgc obwod
pradu przemiennego z tukiem elektrycznym stwierdzit, Zze:
(5) $?> P2+ Q?

Charakterystyczny jest tytut artykulu ,Czy istnieje
przesuniecie fazowe prgdu tuku elektrycznego?” (ang. "Is a
phase-shift in the current of an electric arc?"), ktéry ukazat
sie w 1892 roku w Elektrotechnische Zeitschrift [1].

Wystepowanie powyzszej nierdwnosci obserwowane
bytlo takze dla obwodéw zawierajgcych prostowniki. W
latach dwudziestych zaczeto poszukiwaé takiej definicji
mocy biernej, ktéra pozwolitaby opisa¢ réwnaniem mocy
obwdd z przebiegami niesinusoidalnymi, tak jak dla
przebiegéw sinusoidalnych.

W 1925 M.A. lllovici proponuje dwa warianty mocy
biernej:

(6) Oc =D n-Ugy Iy, sing, - pojemnosciowa,

n=l1

(7) 0, =2 LUy, Iy,ssing, -indukcyjng
n=l

do  wyznaczenia  ktorych  wykorzystat ~ watomierz
elektrodynamicznego, w ktérego obwodzie napieciowym
stosowat odpowiednio kondensator i/lub indukcyjnos¢ [1].

W 1927 roku Budeanu publikuje prace, w ktérej moc
bierng oznacza

(8) QB = Z Uskn' ]skn' sin Py

n=l
oraz wprowadza moc odksztatcenia, ktérej kwadrat wynosi:
©) p*=5>-(P?+0?)

Budeanu zakfada a priori, ze dla kazdej harmonicznej
moc bierna jest opisana tak jak dla pierwszej harmonicznej i
nie zalezy bezposrednio od czestotliwosci harmonicznej [2].

Inne podejscie do réwnania mocy zaproponowat S.
Fryze w 1931 roku. Wprowadzit on rozktad prgdu odbiornika
na sktadowe ortogonalne: czynng i, i bierng i w dziedzinie
czasu, bez uzycia szeregu Fouriera

(10) i(t)=i,(t)+ix(¢)

Sktadowa czynna ptynie przez konduktancje zastepcza
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11 G, =1
( ) ¢ %]skz

i ma wartos¢ chwilowg o ksztalcie takim, jak napiecie
odbiornika.
(12) i,(1)= G, ult)

Sktadowa bierna Fryzego wyznaczana jest jako:
(13) ip(t)=i(t)=i,(7)

Tak zdefiniowane sktadowe sg wzajemnie ortogonalne i
ich wartosci skuteczne spetniajg warunek

2 2 2
(14) Isk =]Skg +]SkF

ktéry pomnozony przez kwadrat wartosci skutecznej
napiecia staje sie réwnaniem mocy, przy czym moce
czynna i bierna sg okreslone odpowiednio:

(15) P:Usk ‘Iska Q:Usk ’IskF

Takie podejscia jest bardzo wygodne w problemach
kompensacji mocy biernej, korekty wspoétczynnika mocy.
Oznacza, to jednak ze w weztach z réznym ksztaltem
napiecia powinny by¢ stosowane rézne algorytmy
obliczania mocy bierne;j.

Nalezy doda¢, ze powyzsze definicie mocy biernej
odnoszg sie do wezta obwodu i nie okreslajg kierunku
przeptywu mocy biernej. Definicja powinna dotyczy¢ catego
obwodu i bilansowaé moc bierng w tym obwodzie.

Analiza  jednofazowego obwodu  zawierajgcego
rezystancje, indukcyjnos¢ i element nieliniowy stanowi
dogodng podstawe dyskusji definicji mocy biernej.

Charakterystyki obwodu sg nizej opisane analitycznie
(symbolicznie). Utatwia to interpretacje zjawisk w obwodzie
i umozliwia nowe spojrzenie na definicje mocy bierne;.

Analiza obwodu i obcigzeniem nieliniowym
W pracy rozwazany jest obwdd zawierajgcy szeregowo
potgczone: indukcyjnosé, rezystancje i odbiornik nieliniowy
o charakterystyce opisanej nastepujgco:
u, 1(t) > 0
0 I(t) =0
=-U, I(t) <0

(16)  UWI)=U ,sign(I(t)) = ; U, >0

a

Dla takiej charakterystyki napiecie U(t) jest symetryczng
falg prostokatng o amplitudzie U,, a polaryzacji takiej jak
prad. Charakterystyka ta moze by¢ uzyta jako opis tuku
elektrycznego. Schemat analizowanego obwodu
przedstawiono na rys. 1.

uan

@

Esin{wt +y)

Rys.1. Schemat analizowanego obwodu

Stosujgc  zmienne bezwymiarowe, rownanie obwodu
mozna przedstawi¢ w postaci:

(17) ?ﬂ“i(r)ﬂt(r) = sin(z +y)
T

gdzie: T =wt; i(r):l(w% . :%L;

U
ue) =V =T =R

v - kat przesuniecia fazowego napiecia zasilajgcego

wzgledem harmonicznej podstawowej napiecia tuku.

W stanie ustalonym napiecie u(7) jest symetryczng falg

prostokatng o amplitudzie u, i pulsacji harmoniczne;j

podstawowej rownej 1. Mozna je przedstawi¢ w postaci
szeregu Fouriera:

w 4
u(t) =u, -22 ! -sin[(2n—-D7]; wu, = Z"

n=1

(18)

gdzie u; oznacza. amplitude harmonicznej podstawowe;j
napiecia.

Podobnie mozna przedstawi¢ prad:
(19) i(7) = D i,y -sin[2n=D7 + @, 1 ]
n=l1

Z réwnan bilansu harmonicznych dla n >2 wynikajg
zaleznosci

(20)

. Uy
Lon-1) = 5
@n-1)-y/(2n-1)"+r
2n—1
r
Dla r=kx, k=0,1,2,... z(19) otrzymuje sie zaleznos¢:

(21) Pon-1y =T —arctg

(22) D iany *SiN(@, 1)) =0
n=l1

Wyznaczajac z (21) sin(p,.1)) dla 7 >2 i wstawiajgc go
wraz z (20) do (22) otrzymuije sie:

(23) iy -sinp ) = —u, - W
gdzie:
© 2
w=2 12 — = Zm1]-0,0147-2 40,0145 +...
=2 (2n=1)"+r 8
(24)

Pierwszy staty skfadnik tego réwnania wynosi ok. 0,2337.
Dla r < 0,3 warto$¢ W jest stata z doktadnosciag ok. 0,5%.
Powyzszg zalezno$¢ okreslono dla » rzeczywistych w [3].

Na podstawie réwnania bilansu  harmonicznej
podstawowej oraz (23) okreslono jej amplitude:
(25)

2
i= (L(\/H ru,’ (1+ W(r2+1))2 - ul-rD +uy W)?

1+72

Wykres amplitudy pierwszej harmonicznej pradu w
funkcji u;, ma charakter zblizony do krzywych
wyznaczonych dla przypadku obwodu z obcigzeniem

liniowym. Woystepuje tylko inny wspotczynnik skali
wzglednej amplitudy pierwszej harmonicznej napiecia
obcigzenia.

Nalezy podkresli¢, ze, powyzsze zaleznosci obowigzujg
tylko przy spetnieniu warunku przeliczalnodci zbioru
punktéw ,,przejscia przez zero" bezwymiarowego pradu
i(r). Warunek ten oznacza, Zze prawostronna granica
pochodnej pragdu (19) wzgledem czasu w punkcie t=kr jest
wieksza od zera. Dzieje sie tak, gdy

1

—————=~081- 0,14472+0,034-7*
HW(+r7)

(26) U <ig =

Dla r<0,3 napigcie u,,, jest stale z odchyleniem do 2%.
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Na podstawie (20) i (24) wyznaczono relacje:
2( 2

m, 2 Ml T
i nt= Ty
nz::z(z g rz(s J

Jak wynika z powyzszego wzoru warto$¢ skuteczna
sumy wyzszych harmonicznych pradu jest proporcjonalna
do amplitudy napiecia obcigzenia.

Ze wzgledu na zilozong postaé réwnania (25), w
dalszych rozwazaniach traktuje sie amplitude harmonicznej
podstawowej jako dang i nie dokonuje sie podstawien za i;.

Zaleznosci (25) i (27) umozliwiajg tatwe wyznaczenie
wartosci skutecznej pradu w obwodzie. Nieco bardziej
ztozone jest wyznaczenie wartosci $redniej pradu
wyprostowanej dwupotdwkowo. W tym celu wykorzystuje
sie informacje wynikajgca z (16) a mianowicie, ze
polaryzacja pradu i polaryzacja napiecia na odbiorniku sg
tego samego znaku. Dlatego warto$¢ srednig prgdu mozna
wyznaczy¢ za okres r od 0 do 7.

Stad:

(27)

0

.2 2
I, =—1I COS @ +— _neosl@n,_) )=
s =N 2] ’1222 1 i2n-1) (fﬂ(z 1))

2 Uy 7’
=—ipcos@Q+—oy ——-1-W
z 7 471( 8 j

Sume dla wyzszych harmonicznych wyznaczono
wykorzystujac (20), (21) i (24).

Z (23) wynika, ze istnieje ujemne przesuniecie fazowe
pierwszej harmonicznej pradu w stosunku do pierwszej
harmonicznej napiecia. Stad tez, z punktu widzenia zrodta
sinusoidalnego napiecia zasilajgcego, nieliniowe obcigzenie
mozna zastgpi¢ obcigzeniem liniowym, ktére skiada sie z
réwnolegle lub szeregowo potgczonych indukcyjnosci i
rezystancji. Dla potgczenia réwnolegtego  wartos¢
zastepczej indukcyjnosci nie zalezy od napiecia odbiornika.
Jest proporcjonalna do indukcyjnosci L, przy czym
wspotczynnik proporcjonalnosci jest odwrotnoscia W [3].

(28)

W dalszych rozwazaniach bardzo uzyteczny jest
szeregowy schemat zastepczy, ktérego elementy sg
nastepujgce:

2
(29) L, —L—sm( Q)= WL( J
h iy
uy
(30) R, =wL—cosp, =

Iy

Z powyzszych zaleznosci

wynika,
rezystancja szeregowa dla matych wartosci u,/i;, jest
prawie proporcjonalna do tego ilorazu. Dla jego wiekszych

ze zastepcza

wartosci rezystancia moze sie zmniejszaé. Natomiast
indukcyjnos¢ zastepcza rosnie proporcjonalnie do kwadratu
u,/i;. Nalezy pamietaé, ze ta indukcyjnos¢ jest widoczna z
zaciskow zrodta zasilania i wynika z istnienia nieliniowosci
W rozwazanym obwodzie.

Moc bierna i
nieliniowym
Mnozac (22) przez wu,E*/(2wL) i uwzgledniajac, ze
amplituda (2n-1) harmonicznej napiecia wynosi
U
2n—1

czynna w obwodzie z obcigzeniem

(31) Uy =

otrzymuje sie réwnanie:

2

E
32 —— > 2n=1) iy, 1 Uy, 1 -SIN =0
(32) 2@L,§{( )21y U(2n-1) SN Q2,1
Jezeli przyjg¢ definicie mocy biernej dla k-tej

harmonicznej w postaci:

(33) Oy

2

=——%k-i, -u,-sin
2ol kK Uk Dy

oraz catkowita moc bierng okres$li¢ jako sume mocy
biernych poszczegdlnych harmonicznych to z (17) wynika,
ze catkowita moc bierna odbiornika, posiadajacego
jednoznaczng charakterystyke prgdowo-napieciowg, jest
réwna zero. Wzér (33) definiujgcy moc bierng k-tej
harmonicznej jest rowny =zalezno$ci na moc bierng
pojemnosciowg (6), ktérg zaproponowat lllovici [1].

Moc bierna pierwszej harmonicznej pobierana ze zrodta
zasilania i wydzielajgca sie w zastepczej indukcyjnosci
odbiornika,

E? . E* 5
=——ipursin g, =———u W
(34) o oL T ?i 2oL
jest w catoéci przekazywana do indukcyjno$ci L w postaci
mocy biernej wyzszych harmonicznych. Stad catkowita moc
bierna obwodu, zwigzana z indukcyjnoscig L wynosi:

E( |
1+= i12=—E-I |sing
2wl L 2

Odbiornik nieliniowy w rozwazanym obwodzie nie jest
odbiornikiem mocy biernej, pomimo Ze jego schemat
zastepczy  dla pierwszej harmonicznej zawiera
indukcyjnos¢. Indukcyjnos¢ ta pojawia sie w zwigzku z
transformacjg mocy biernej doprowadzonej pierwszg
harmoniczng do obcigzenia nieliniowego na moc bierng
odprowadzang z nieliniowosci do czesci liniowej obwodu
przez wyzsze harmoniczne pradu.

Dla przyjetej charakterystyki (16) tatwo sprawdzi¢, ze
moc czynna wydzielana w nieliniowo$ci jest iloczynem

E , E
(35) O, =i

2oL 2oL

wartosci  $rednich prgdu i napiecia obcigzenia,
wyprostowanych dwupotéwkowo:

E* . E* |
(36) Po :ﬁ'lsrusr :ﬁ'lsrua

Na podstawie (18) i (28) otrzymuje sie zaleznos¢:

E? E? 2( 2
(37) P, =ﬁiloul-cos¢)1 S I .

2L 7 8

Z powyzszego réwnania wynika, ze moc czynna
wydzielana w nieliniowosci jest mniejsza od mocy
doprowadzanej pierwszg harmoniczng. Z kolei moc czynna,
wydzielana na rezystancji r wynosi:

Z toen-n=

n=1

E? E u12(7r W
ATy rL8

Sklada sie ona z mocy czynnej dostarczanej ze zrodta
zasilania oraz mocy czynnej generowanej w elemencie
nieliniowym i przenoszonej zen wyzszymi harmonicznymi
do rezystanciji.

Catkowita moc czynna obwodu wynosi:

(38) P=
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E? E* s
P =P +B=——p, =——(iyu,cosp+i;-r)=
20l 20l
(39) E* (R 1
=— | =84 p|il=—E-I,cosp
2L \ oL 2

Powyzsza moc jest mocg pobierang ze zrédta napiecia,
ktérego amplituda jest rowna E.

0.6

Pc
0.5
0.4
03
0.2 p%

0.1 - S RO AR X1 S

e

S
i -
~
=}
ab———

u, 08

Rys.2 Catkowita moc czynna w funkcji napiecia u; i rezystancji 7.

Wykresy catkowitej mocy czynnej obwodu w funkcji u;,
przedstawiono na rys. 2. Maksymalna wartos¢ mocy (w
funkcji u;) zalezy od r. Dla r=0 maksymalna moc P,
wydzielana jest w obwodzie dla cosp=0,55 i warto$¢ tego
maksimum jest o ok. 20% mniejsza niz w przypadku
obcigzenia liniowego, dla ktérego maksymalna moc czynna
wydzielana w obwodzie jest stata, dla ¥<1. Zjawisko to jest

zwigzane ze ,wzrostem" reaktancji dla nieliniowego
obcigzenia obwodu.
Nieliniowos¢ ta generujgc wyzsze harmoniczne

zmniejsza sprawno$C¢ przesytania energii do obcigzenia
oraz zwieksza moc bierng indukcyjnosci L. Zjawisko
wzrostu mocy czynnej strat i mocy biernej obwodu nalezy
takze rozpatrywac z punktu widzenia rozliczen finansowych
energii. Przy stosowaniu przedstawionych w pracy wyrazen
na moc czynng i bierng odbiorca energii o nieliniowym
odbiorniku nie jest rozliczany ze zwiekszenia strat energii i
wzrostu mocy biernej obwodu. Aby to uwzgledni¢
nalezatoby rozlicza¢ energie pierwszej harmonicznej, co
mozna dos¢ tatwo zrealizowa¢ w dobie techniki cyfrowej. W
ten sposéb zwiekszone straty w rezystancji obwodu oraz
wzrost mocy biernej obcigzatyby sprawce tych
niekorzystnych dla systemu energetycznego zjawisk.

Podsumowanie

Przyjeta w pracy posta¢ definicji mocy biernej zwigzana
jest z rownaniami obwodu i opisuje przeptyw energii w
obwodzie. Dla przebiegdéw okresowych o okresie T wartos¢
mocy biernej, usrednionej za okres, mozna okresli¢ na
podstawie wyrazenia

11 di(t)
40 =——|Ult)| —=|-dt
(40) 0 2ng ()( 7
ktore jest tatwo zrealizowa¢ fizycznie, gdyz pomiar

pochodnej prgdu po czasie mozna mierzy¢ bezposrednio za
pomocg cewki Rogowskiego. Tak okreslong moc bierng
mozna  przedstawi¢ jako sume mocy biernych
harmonicznych, przy czym moc bierna k-tej harmonicznej
okreslona jest przez (33), co odpowiada mocy biernej
pojemnosciowej (6) zaproponowanej przez lllovici [1].

W stanie ustalonym, gdy nie wystepujg zmiany energii
pola magnetycznego moc bierna jest rowna

11 L (ark)Y
41 =———|L|—=| -dt
*) Q 2a)T£ [ dt
Gdy interpretuje sie prad jako iloczyn fadunku i

predkosci ruchu tego tadunku, to pochodng pragdu mozna
rozumie¢ jako iloczyn tadunku i jego przy$pieszenia.
Dlatego mozna uzna¢, ze zaleznos¢ (41) jest ,podobna” do
wzoru Larmora, opisujgcego moc  promieniowania
proporcjonalng wtasnie do kwadratu iloczynu tadunku i jego
przyspieszenia [4]. Oznacza to, ze moc bierna (40)
odpowiada wfasnie mocy promieniowania.

Wptyw nieliniowosci i zjawiska wystepujgce w obwodzie
z odbiornikiem nieliniowym widoczne s, gdy ten obwdd
poréwnuje sie z obwodem zawierajgcym liniowy odbiornik
rezystancyjny. Z poréwnania tego wynika, ze nieliniowo$¢,
nawet o jednoznacznej charakterystyce prgdowo-
napieciowej moze powodowac:

- wzrost reaktancji obwodu,

- wzrost mocy biernej catego obwodu,

- zmniejszenie sprawnosci energetycznej obwodu,

- obnizenie wartosci maksymalnej mocy czynnej obwodu,
- zmniejszenie wartosci wspotczynnika mocy.

Mimo, iz schemat zastepczy rozwazanego odbiornika
nieliniowego zawiera rezystancje i indukcyjnosé, catkowita
moc bierna odbiornika jest réwna zeru.

Dla obecnie przyjetych definicji mocy, odbiorca energii o
odbiorniku nieliniowym nie jest rozliczany ze zwigkszenia
strat mocy czynnej i biernej obwodu, ktére obcigzajg
ekonomicznie dostawce energii lub innych odbiorcéw. Dla
unikniecia tego zjawiska, w rozliczeniach ekonomicznych
nalezy stosowa¢ moc czynng i bierng harmonicznej
podstawowe;j.

W [5] przedstawiono analogiczng analize dla uktadu
trojfazowego. Wspotczynnik W , ktory jest pewng miarg
nieliniowosci obwodu, przyjmuje nieco mniejszg wartosc¢,
natomiast wyrazenia na prady, parametry zastepcze i moce
sg identyczne jak przedstawiono wyze;j.

Zjawisko wzrostu indukcyjnosci obwodu dla odbiornikow
nieliniowych obserwowane jest dla tréjfazowych piecow
tukowych [6].
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